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はじめに

この PDFは超幾何級数 Iの定理を参照用にまとめたものである。
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第 1章

特殊関数

1.1 ガンマ関数

定義 1.1. ガンマ関数を次で定義する。

Γ(z) = lim
n→∞

nzn!∏n
k=0(z + k)

定理 1.1.
Γ(z + 1) = zΓ(z)

系 1.1.
Γ(n+ 1) = n!

定義 1.2. ベータ関数を次で定義する

B(a, b) =

∫ 1

0

xa−1(1− x)b−1 dx

定理 1.2.

B(a, b) = 2

∫ π/2

0

sin2a−1 x cos2b−1 x dx

定理 1.3.

B(a, b) =
b− 1

a
B(a+ 1, b− 1), a, b > 1

補題 1.1.

B(a, n+ 1) =
n!∏n

k=0(a+ k)

定理 1.4. 第 2種 Euler積分

Γ(z) =

∫ ∞

0

xz−1e−x dx, Re(z) > 0

定理 1.5. Weierstrassの乗積表示

1

Γ(z)
= zeγz

∞∏
n=1

(
1 +

z

n

)
e−z/n

ここで、γ は Eulerの定数で、

γ = lim
n→∞

n∑
k=1

1

k
− lnn
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定理 1.6. ガンマ関数の相反公式
Γ(z)Γ(1− z) =

π

sinπz

系 1.2.

Γ

(
1

2

)
=

√
π

系 1.3.

lim
x→−2n

Γ
(
1 + x

2

)
Γ(1 + x)

= (−1)n
(2n)!

n!

定理 1.7.

B(a, b) =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)

定理 1.8. Legendreの倍角公式

Γ(z)Γ

(
z +

1

2

)
= 21−2z

√
πΓ(2z)

定理 1.9. ln Γ(z)の漸近展開

ln Γ(z) =
ln 2π

2
+

(
z − 1

2

)
ln z − z +

m∑
k=1

B2k

(2k)(2k − 1)z2k−1
+O(z−2m)

定理 1.10. Stirlingの公式

lim
z→∞

Γ(z)√
2πzz−1/2e−z

= 1

定理 1.11.
n∑

k=1

ak =

n∑
k=1

bk

ならば、

lim
z→∞

n∏
k=1

Γ(z + ak)

Γ(z + bk)
= 1

定理 1.12. Gaussの乗法公式

n−1∏
k=0

Γ

(
z +

k

n

)
= (2π)(n−1)/2n1/2−nzΓ(nz)

1.2 ディガンマ関数

定義 1.3. ディガンマ関数を以下で定義する。

ψ(z) =
Γ′(z)

Γ(z)

定義 1.4. z に対して、調和数を以下で定義する。

Hz =

∞∑
n=1

1

n
− 1

n+ z
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定理 1.13.

Hn =

n∑
k=1

1

k

定理 1.14.

ψ(z + 1) = ψ(z) +
1

z

定理 1.15.
ψ(z + 1) = Hz − γ

定理 1.16. ディガンマ関数の相反公式

ψ(1− z)− ψ(z) = π cotπz

定理 1.17.
n−1∑
k=0

ψ

(
z +

k

n

)
= n(ψ(nz)− lnn)

系 1.4.

ψ(z) + ψ

(
z +

1

2

)
= 2ψ(2z)− 2 ln 2

系 1.5.

ψ

(
1

2

)
= −γ − 2 ln 2

定義 1.5. ディガンマ関数を n回微分したもの、

ψ(n)(z)

をポリガンマ関数という。

1.3 ゼータ関数

定義 1.6. Riemannゼータ関数を次で定義する

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns
, Re(s) > 1

定理 1.18.
∞∑

n=0

1

(2n+ 1)s
= (1− 2−s)ζ(s)

定理 1.19.
∞∑

n=1

(−1)n−1

ns
= (1− 21−s)ζ(s)

定義 1.7. Dirichletベータ関数を次で定義する

β(s) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)s
, Re(s) > 0
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系 1.6.

β(1) =
π

4

定義 1.8. Hurwitzゼータ関数を次で定義する

ζ(s, x) =

∞∑
n=0

1

(n+ x)s
, Re(s) > 1

定理 1.20.
ζ(s, x+ 1) = ζ(s, x)− x−s

定理 1.21. n > 0のとき、
ψ(n)(z) = (−1)n−1n!ζ(n+ 1, z)

1.4 超幾何関数の定義

定義 1.9. 二重階乗の定義

自然数 nに対して、
0!! = 1!! = 1, n!! = n · (n− 2)!!

と定義する。この漸化式を用いて負の奇数について、

(−1)!! = 1, (−3)!! = −1

のように二重階乗が定義できる。

定義 1.10. nを自然数としたとき、aを底とする上昇 n乗を

n−1∏
k=0

(a+ k) = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1)

aを底とする下降 n乗を
n−1∏
k=0

(a− k) = a(a− 1)(a− 2) · · · (a− n+ 1)

のように定義する。

定義 1.11. ポッホハマー記号を次で定義する

(a)0 = 1, (a)n =

n−1∏
k=0

(a+ k), (a)−n =
1∏n

k=1(a− k)

(a1, . . . , ar)n = (a1)n · · · (ar)n

と略記する
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定理 1.22.

(a)n = (−1)n(1− n− a)n (1.1)

(a)−n =
(−1)n

(1− a)n
(1.2)

(a)n−k =
(−1)k(a)n
(1− n− a)k

(1.3)

(a)n+k = (a)n(a+ n)k (1.4)

(a)2n = 22n
(a
2

)
n

(
1 + a

2

)
n

(1.5)

(a+ 1)n
(a)n

=
a+ n

a
(1.6)

(−n)k =
(−1)kn!

(n− k)!
(1.7)

定理 1.23.
r∑

k=1

ak =
r∑

k=1

bk

ならば、

lim
n→∞

(a1, . . . , ar)n
(b1, . . . , br)n

=

r∏
k=1

Γ(bk)

Γ(ak)

定義 1.12. 超幾何関数の定義

rFs

[
a1, a2, . . . , ar
b1, b2, . . . , bs

; z

]
=

∞∑
n=0

(a1, . . . , ar)n
(b1, . . . , bs)nn!

zn
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1.5 超幾何関数の例

定理 1.24.

ex = 0F0

[
−
−;x

]
(1.8)

sinhx = x 0F1

[
−
3
2

;
x2

4

]
(1.9)

coshx = 0F1

[
−
1
2

;
x2

4

]
(1.10)

sinx = x 0F1

[
−
3
2

;−x
2

4

]
(1.11)

cosx = 0F1

[
−
1
2

;−x
2

4

]
(1.12)

ln(1 + x) = x 2F1

[
1, 1
2
;−x

]
(1.13)

arcsinx = x 2F1

[
1
2 ,

1
2

3
2

;x2
]

(1.14)

arctanx = x 2F1

[
1, 12
3
2

;−x2
]

(1.15)

K(k) =
π

2
2F1

[
1
2 ,

1
2

1
; k2
]

(1.16)

E(k) =
π

2
2F1

[
1
2 ,−

1
2

1
; k2
]

(1.17)

定理 1.25.

ζ(n) = n+1Fn

[
1, 1, . . . , 1
2, . . . , 2

; 1

]
(1.18)

β(n) = n+1Fn

[
1, 12 , . . . ,

1
2

3
2 , . . . ,

3
2

;−1

]
(1.19)

ζ(n, x) = x−n
n+1Fn

[
1, x, . . . , x

1 + x, . . . , 1 + x
; 1

]
(1.20)

定理 1.26.

2F1

[
1, x
1 + x

;−1

]
=
x

2

(
ψ

(
1 + x

2

)
− ψ

(x
2

))

1.6 二項定理

定理 1.27. 二項定理

1F0

[
a
−; z

]
= (1− z)−a

系 1.7.

(1 + x)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk
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系 1.8.
1√
1− x

=

∞∑
n=0

(2n− 1)!!

(2n)!!
xn

定理 1.28. Vandermondeの恒等式

2F1

[
b,−n
c

; 1

]
=

(c− b)n
(c)n

系 1.9.
∞∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(2k − 1)!!

(2k)!!
=

(2n− 1)!!

(2n)!!

系 1.10.
r∑

k=0

(
n

k

)(
m

r − k

)
=

(
n+m

r

)
系 1.11.

n∑
k=0

(
n

k

)(
m

k

)
=

(
n+m

n

)
定理 1.29. 二項係数の反転公式

n∑
k=0

(
n

k

)
ak = bn

としたとき、
n∑

k=0

(−1)n−k

(
n

k

)
bk = an
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第 2章

Gaussの超幾何関数

次を Gaussの超幾何関数という。

2F1

[
a, b
c
; z

]
=

∞∑
n=0

(a, b)n
(c)nn!

zn

2.1 Euler積分表示

定理 2.1. Gaussの超幾何関数の Euler積分表示

2F1

[
a, b
c
; z

]
=

Γ(c)

Γ(b)Γ(c− b)

∫ 1

0

xb−1(1− x)c−b−1(1− zx)−a dx

定理 2.2. Gaussの超幾何定理

2F1

[
a, b
c
; 1

]
=

Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
, Re(c− a− b) > 0

系 2.1.
1

x
+

x

1!(x+ 1)
+
x(x+ 1)

2!(x+ 2)
+ · · · = π

sinπx

系 2.2.
∞∑

n=0

(a)n
(c)n

=
c− 1

c− a− 1

系 2.3.

2F1

[
−n

2 ,
1−n
2

b+ 1
2

; 1

]
=

2n(b)n
(2b)n

系 2.4.

1 +

(
1

2

)2

+

(
1

2 · 4

)2

+

(
1 · 3

2 · 4 · 6

)2

+

(
1 · 3 · 5

2 · 4 · 6 · 8

)2

+ · · · = 4

π

2.2 変換公式

定理 2.3. Pfaffの変換公式

2F1

[
a, b
c
; z

]
= (1− z)−a

2F1

[
a, c− b

c
;

z

z − 1

]
10



系 2.5.

2F1

[
1
2 ,

1
2

1
; z

]
=

1√
1− z

2F1

[
1
2 ,

1
2

1
;

z

z − 1

]
定理 2.4. Eulerの変換公式

2F1

[
a, b
c
; z

]
= (1− z)c−a−b

2F1

[
c− a, c− b

c
; z

]
系 2.6.

2F1

[
a, c+ n

c
; z

]
= (1− z)−n−a

2F1

[
c− a,−n

c
; z

]
系 2.7.

arcsinx√
1− x2

=

∞∑
n=0

22nn!2

(2n+ 1)!
x2n+1

定理 2.5.

2F1

[
a,−a

1
2

;
z2

z2 − 1

]
= cosh

(
a ln

(
1− z

1 + z

))
定理 2.6. Kummerの二次の変換公式

2F1

[
a, b
2b

; 2z

]
= (1− z)−a

2F1

[
a
2 ,

1+a
2

b+ 1
2

;
z2

(1− z)2

]
補題 2.1. |z| > 1ならば、

2F1

[
a, 12 + a

2a
;
1

z

]−1

=

{
2

√
1− 1

2z
4

√
1− 1

2(2z − 1)2
8

√
1− 1

2(2(2z − 1)2 − 1)2
· · ·

}2a−1

×
(
1− 1

2z

)(
1− 1

2(2z − 1)2

)(
1− 1

2(2(2z − 1)2 − 1)2

)
· · ·

ここで、分母の数列は
a0 = 2z, an+1 = 2(an − 1)2

で定められるとする。

定理 2.7. (
1− 1

2z

)(
1− 1

2(2z − 1)2

)(
1− 1

2(2(2z − 1)2 − 1)2

)
· · · =

√
1− 1

z

定理 2.8. √
1− 1

2z
4

√
1− 1

2(2z − 1)2
8

√
1− 1

2(2(2z − 1)2 − 1)2
· · · = 1

2

(
1 +

√
1− 1

z

)

定理 2.9.

2F1

[
a, 12 + a

2a
; z

]
=

1√
1− z

(
2

1 +
√
1− z

)2a−1

定理 2.10.

2F1

[
a, 12 + a
1 + 2a

; z

]
=

(
2

1 +
√
1− z

)2a
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2.3 特殊値公式

定理 2.11. Kummerの定理

2F1

[
a, b

1 + a− b
;−1

]
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
)

系 2.8.

2F1

[
a,−n

1 + a+ n
;−1

]
=

(1 + a)n(
1 + a

2

)
n

系 2.9.
2n∑
k=0

(−1)n−k

(
2n

k

)2

=

(
2n

n

)
系 2.10.

1−
(
1

2

)2

+

(
1 · 3
2 · 4

)2

−
(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)2

+ · · · =
√
2π

2Γ
(
3
4

)2
定理 2.12.

2F1

[
a, b

1+a+b
2

;
1

2

]
=

√
πΓ
(
1+a+b

2

)
Γ
(
1+a
2

)
Γ
(
1+b
2

)
定理 2.13.

2F1

[
a, 1− a

c
;
1

2

]
=

Γ
(
c
2

)
Γ
(
1+c
2

)
Γ
(
a+c
2

)
Γ
(
1+c−a

2

)
系 2.11.

2F1

[
1
2 ,

1
2

1
;
1

2

]
=

√
π

Γ
(
3
4

)2
系 2.12.

∞∑
n=0

(3n)!

54nn!3
=

√
π

Γ
(
2
3

)
Γ
(
5
6

)
定理 2.14.

2F1

[
a
2 ,

1+a
2

a
3 + 5

6

;
1

9

]
=

(
3

2

)a Γ
(
1 + a

2

)
Γ
(
2
3 (1 + a)

)
Γ(1 + a)Γ

(
2
3 + a

6

)
系 2.13.

2F1

[
1
4 ,

3
4

1
;
1

9

]
=

√
3π

2Γ
(
3
4

)2
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第 3章

一般の超幾何級数の和公式

3.1 3F2 の和公式

定理 3.1. 超幾何級数の Euler積分表示

r+1Fs+1

[
a1, . . . , ar+1

b1, . . . , bs+1
; z

]
=

Γ(bs+1)

Γ(ar+1)Γ(bs+1 − ar+1)

∫ 1

0

xar+1−1(1− x)bs+1−ar+1−1
rFs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; zx

]
dx

定理 3.2. s = d+ e− a− b− cとしたとき、

3F2

[
a, b, c
d, e

; 1

]
=

Γ(e)Γ(s)

Γ(e− c)Γ(s+ c)
3F2

[
d− a, d− b, c

d, s+ c
; 1

]
定理 3.3. s = d+ e− a− b− cとしたとき、

3F2

[
a, b, c
d, e

; 1

]
=

Γ(d)Γ(e)Γ(s)

Γ(a)Γ(s+ b)Γ(s+ c)
3F2

[
d− a, e− a, s
s+ b, s+ c

; 1

]
定理 3.4. Saalschützの和公式

3F2

[
a, b,−n

c, 1− n+ a+ b− c
; 1

]
=

(c− a, c− b)n
(c, c− a− b)n

系 3.1.

3F2

[
1 + a− b− c, a+ n,−n
1 + a− b, 1 + a− c

; 1

]
=

(b, c)n
(1 + a− b, 1 + a− c)n

系 3.2.
∞∑
k=0

(
a
k

)(
b
k

)(
c
k

)(
a+b+c

k

) =
(a+ b)!(b+ c)!(c+ a)!

a!b!c!(a+ b+ c)!
, a, b, c ∈ N0

系 3.3.
n∑

k=0

(
n
k

)3(
3n
k

) =
(2n)!3

n!3(3n)!

定理 3.5. Kummerの二次の変換公式

2F1

[
a, b

1 + a− b
; z

]
= (1− z)−a

2F1

[
a
2 ,

1+a
2 − b

1 + a− b
;− 4z

(1− z)2

]
系 3.4.

2F1

[
1
2 ,

1
2

1
; z

]
=

1√
1− z

2F1

[
1
4 ,

1
4

1
;− 4z

(1− z)2

]
13



定理 3.6. Dixonの恒等式

3F2

[
a, b, c

1 + a− b, 1 + a− c
; 1

]
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)Γ

(
1 + a

2 − b− c
)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
)
Γ
(
1 + a

2 − c
)
Γ(1 + a− b− c)

系 3.5. ∑
k∈Z

(−1)k
(
a+ b

a+ k

)(
b+ c

b+ k

)(
c+ a

c+ k

)
=

(a+ b+ c)!

a!b!c!
, a, b, c ∈ N0

系 3.6.
2n∑
k=0

(−1)n−k

(
2n

k

)3

=
(3n)!

n!3

系 3.7.

3F2

[
a, b,−n

1 + a− b, 1 + a+ n
; 1

]
=

(
1 + a, 1 + a

2 − b
)
n(

1 + a
2 , 1 + a− b

)
n

系 3.8.

3F2

[
a, 1 + a

2 ,−n
a
2 , 1 + a+ n

; 1

]
= δn,0

ここで、δi,j は Kroneckerのデルタといい、

δi,j =

{
1 (i = j)

0 (i ̸= j)

のように定義される。

系 3.9.

1 +

(
1

2

)3

+

(
1 · 3
2 · 4

)3

+

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)3

+ · · · = π

Γ
(
3
4

)4
系 3.10. バーゼル問題

ζ(2) =
π2

6

系 3.11.

1 +
1

2

1

52
+

1 · 3
2 · 4

1

92
+

1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

1

132
+ · · · =

√
2π

32
Γ

(
1

4

)2

定理 3.7. Watsonの和公式

3F2

[
a, b, c

1+a+b
2 , 2c

; 1

]
=

√
πΓ
(
1
2 + c

)
Γ
(
1+a+b

2

)
Γ
(
1−a−b

2 + c
)

Γ
(
1+a
2

)
Γ
(
1+b
2

)
Γ
(
1−a
2 + c

)
Γ
(
1−b
2 + c

)
系 3.12.

∞∑
n=0

(4n)!

28nn!4
=

π

Γ
(
5
8

)2
Γ
(
7
8

)2
系 3.13.

∞∑
n=0

(2n)!(3n)!

108nn!5
=

π

Γ
(
2
3

)2
Γ
(
5
6

)2
定理 3.8. a+ b = 1, d+ e = 1 + 2cのとき、

3F2

[
a, b, c
d, e

; 1

]
=

πΓ(d)Γ(e)

22c−1Γ
(
a+d
2

)
Γ
(
a+e
2

)
Γ
(
b+d
2

)
Γ
(
b+e
2

)
14



3.2 Dougallの和公式

定理 3.9. 展開公式

r+4Fr+3

[
a, b, c, a1, . . . , ar,−n

1 + a− b, 1 + a− c, b1, . . . , br+1
; z

]
=

n∑
k=0

(1 + a− b− c, a1, . . . , ar,−n)k(a)2k
(1 + a− b, 1 + a− c, b1, . . . , br+1)kk!

(−z)kr+2Fr+1

[
a+ 2k, a1 + k, . . . , ar + k, k − n

b1 + k, . . . , br+1 + k
; z

]
補題 3.1.

5F4

[
a, 1 + a

2 , b, c,−n
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a+ n

; 1

]
=

(1 + a, 1 + a− b− c)n
(1 + a− b, 1 + a− c)n

定理 3.10. Whippleの変換公式

7F6

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e,−n
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a+ n

; 1

]
=

(1 + a, 1 + a− d− e)n
(1 + a− d, 1 + a− e)n

4F3

[
1 + a− b− c, d, e,−n

1 + a− b, 1 + a− c, d+ e− n− a
; 1

]
定理 3.11. Dougallの和公式

1 + 2a+ n = b+ c+ d+ eであるとき、

7F6

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e,−n
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a+ n

; 1

]
=

(1 + a, 1 + a− b− c, 1 + a− b− d, 1 + a− c− d)n
(1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− b− c− d)n

定理 3.12.

5F4

[
a, 1 + a

2 , b, c, d
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d

; 1

]
=

Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)Γ(1 + a− d)Γ(1 + a− b− c− d)

Γ(1 + a)Γ(1 + a− b− c)Γ(1 + a− b− d)Γ(1 + a− c− d)

系 3.14.

1 + 9

(
1

4

)4

+ 17

(
1 · 5
4 · 8

)4

+ 25

(
1 · 5 · 9
4 · 8 · 12

)4

+ · · · = 4
√
2πΓ

(
3
4

)2
定理 3.13.

4F3

[
a, 1 + a

2 , b, c
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c

;−1

]
=

Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)

Γ(1 + a)Γ(1 + a− b− c)

系 3.15.

1− 5

(
1

2

)3

+ 9

(
1 · 3
2 · 4

)3

− 13

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)3

+ · · · = 2

π

系 3.16.
∞∑

n=0

(
1 +

2n

a

)
(a)3n
n!3

=
sinπa

πa

定理 3.14.

4F3

[
a, 1 + a

2 , b, c
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c

; 1

]
=

Γ(1 + a− b)Γ
(
1 + a− c)Γ

(
1+a
2

)
Γ( 1+a

2 − b− c
)

Γ(1 + a)Γ(1 + a− b− c)Γ
(
1+a
2 − b

)
Γ
(
1+a
2 − c

)
15



3.3 Karlsson-Mintonの和公式

補題 3.2. m < aのとき、m次以下の多項式 P (x)について、

∞∑
n=0

(−a)n
n!

P (n) = 0

補題 3.3. 最高次の係数が 1のm次の多項式 P (x)について、

∞∑
n=0

(−m)n
n!

P (n) = (−1)mm!

定理 3.15.
∑r

k=1mk < aのとき、

r+1Fr

[
−a, c1 +m1, . . . , cr +mr

c1, . . . , cr
; 1

]
= 0

定理 3.16.

r+1Fr

[
−(m1 + · · ·+mr), c1 +m1, . . . , cr +mr

c1, . . . , cr
; 1

]
= (−1)m1+···+mr

(m1 + · · ·+mr)!

(c1)m1 · · · (cr)mr

定理 3.17. Karlsson-Mintonの和公式∑r
k=1mk < 1 + aのとき、

r+2Fr+1

[
−a, b, c1 +m1, . . . , cr +mr

1 + b, c1, . . . , cr
; 1

]
=

Γ(a)Γ(1 + b)

Γ(1 + a+ b)

r∏
k=1

(ck − b)mk

(ck)mk

16



第 4章

一般の超幾何級数の変換公式

4.1 Kummerの 1F1 変換公式

定理 4.1. Kummerの 1F1 変換公式

1F1

[
a
c
; z

]
= ez1F1

[
c− a
c

;−z
]

系 4.1.
∞∑

n=0

zn

(a)n+1
= ez

∞∑
n=0

(−z)n

(n+ a)n!

定理 4.2.

1F1

[
a
2a

; 2z

]
= ez0F1

[
−

1
2 + a

;
z2

4

]
定理 4.3.

3F2

[
a, b,−n
c, d

; 1

]
=

(c+ d− a− b)n
(d)n

3F2

[
c− a, c− b,−n
c, c+ d− a− b

; 1

]
補題 4.1.

f =
d(c− a− 1)

d− a

としたとき、

3F2

[
a, 1 + d,−n

c, d
; 1

]
=

(c− a− 1, 1 + f)n
(c, f)n

定理 4.4. 一般化 Kummerの変換公式

f =
d(c− a− 1)

d− a

としたとき、

2F2

[
a, 1 + d
c, d

; z

]
= ez2F2

[
c− a− 1, 1 + f

c, f
;−z

]

17



4.2 Whippleの変換公式

定理 4.5.

6F5

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e

;−1

]
=

Γ(1 + a− d)Γ(1 + a− e)

Γ(1 + a)Γ(1 + a− d− e)
3F2

[
1 + a− b− c, d, e
1 + a− b, 1 + a− c

; 1

]
系 4.2.

1− 5

(
1

2

)5

+ 9

(
1 · 3
2 · 4

)5

− 13

(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)5

+ · · · = 2

Γ
(
3
4

)4
定理 4.6.

5F4

[
a, b, c, d,−n

1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a+ n
; 1

]
=

(
1 + a, 1 + a

2 − d
)
n(

1 + a
2 , 1 + a− d

)
n

4F3

[
1 + a− b− c, a2 , d,−n

1 + a− b, 1 + a− c, d− n− a
2

; 1

]
定理 4.7.

4F3

[
a, b, c, d

1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d
;−1

]
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− d)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − d
) 3F2

[
1 + a− b− c, a2 , d
1 + a− b, 1 + a− c

; 1

]
系 4.3.

4F3

[
1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

1
2

1, 1, 1
;−1

]
=

√
2π

2Γ
(
3
4

)2 3F2

[
1
2 ,

1
2 ,

1
4

1, 1
; 1

]
=

8
√
πΓ
(
1
4

)2 3F2

[
3
4 ,

3
4 ,

3
4

5
4 ,

5
4

; 1

]
系 4.4.

β(3) =
π3

32

定理 4.8.

3F2

[
a, b, c

1 + a− b, 1 + a− c
;−1

]
= 2−a

3F2

[
1 + a− b− c, a2 ,

1+a
2

1 + a− b, 1 + a− c
; 1

]
系 4.5. Ramanujanの等式

1−
(
1

2

)3

+

(
1 · 3
2 · 4

)3

−
(
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

)3

+ · · · = π
√
2Γ
(
5
8

)2
Γ
(
7
8

)2
系 4.6.

β(2) =

∞∑
n=0

22n−1

(2n+ 1)2
(
2n
n

)
定理 4.9. Whippleの 4F3 変換公式

1 + a+ b+ c = d+ e+ f + nとしたとき、

4F3

[
a, b, c,−n
d, e, f

; 1

]
=

(e− a, f − a)n
(e, f)n

4F3

[
a, d− b, d− c,−n

d, 1− n+ a− e, 1− n+ a− f
; 1

]
18



定理 4.10.

3F2

[
a, b,−n
c, d

; 1

]
=

(d− a)n
(d)n

3F2

[
a, c− b,−n

c, 1− n+ a− d
; 1

]

4.3 Nearly-poised超幾何級数の変換公式

定理 4.11.

4F3

[
a, b, c,−n

1 + a− b, 1 + a− c, w
; 1

]
=

(w − a)n
(w)n

5F4

[
1 + a− b− c, a2 ,

1+a
2 , 1 + a− w,−n

1 + a− b, 1 + a− c, 1+a−w−n
2 , 1 + a−w−n

2

; 1

]
定理 4.12.

3F2

[
a, b,−n

1 + a− b, w
; 1

]
=

(w − a)n
(w)n

4F3

[
a
2 ,

1+a
2 − b, 1 + a− w,−n

1 + a− b, 1+a−w−n
2 , 1 + a−w−n

2

; 1

]
系 4.7.

3F2

[
a, 1 + a

2 ,−n
a
2 , w

; 1

]
=

(w − a− n− 1)(w − a)n−1

(w)n

系 4.8.

3F2

[
a, b,−n

1 + a− b, 1 + 2b− n
; 1

]
=

(
a− 2b, 1 + a

2 − b,−b
)
n(

1 + a− b, a2 − b,−2b
)
n

定理 4.13.

3F2

[
a, b,−n

1 + a− b, w
;−1

]
=

(w − a)n
(w)n

4F3

[
a
2 ,

1+a
2 , 1 + a− w,−n

1 + a− b, 1+a−w−n
2 , 1 + a−w−n

2

; 1

]
定理 4.14.

5F4

[
a, 1 + a

2 , b, c,−n
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, w

; 1

]
=

(w − a− n− 1)(w − a)n−1

(w)n
5F4

[
1 + a− b− c, 1+a

2 , 1 + a
2 , 1 + a− w,−n

1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a−w−n
2 , 1 + 1+a−w−n

2

; 1

]
定理 4.15.

4F3

[
a, b, c,−n

1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a+ n
; 1

]
=

(1 + n)n
(1 + a+ n)n

4F3

[
1 + a− b− c, a2 ,

1+a
2 ,−n

1 + a− b, 1 + a− c, 12 − n
; 1

]
定理 4.16.

3F2

[
a, b,−n

1 + a− b, 1 + a+ n
;−1

]
=

(1 + n)n
(1 + a+ n)n

3F2

[
a
2 ,

1+a
2 ,−n

1 + a− b, 12 − n
; 1

]

4.4 超幾何級数の積

定理 4.17.

0F1

[
−
a
; z

]
0F1

[
−
b
; z

]
= 2F3

[
a+b−1

2 , a+b
2

a, b, a+ b− 1
; 4z

]
系 4.9.

0F1

[
−
a
; z

]2
= 1F2

[
a− 1

2 ,
a, 2a− 1

; 4z

]

19



系 4.10. (
1 +

x

1!2
+
x2

2!2
+
x3

3!2
+ · · ·

)2

= 1 +
2!x

1!4
+

4!x2

2!4
+

6!x3

3!4
+ · · ·

定理 4.18.

0F1

[
−
a
; z

]
0F1

[
−
a
;−z

]
= 0F3

[
−

a, a2 ,
1+a
2

;−z
2

4

]
系 4.11.

cosx coshx =

∞∑
n=0

(−1)n22n

(4n)!
x4n

系 4.12.

sinx sinhx =

∞∑
n=0

(−1)n22n

(4n+ 2)!
x4n+2

定理 4.19.

1F1

[
a
c
; z

]
1F1

[
a
c
;−z

]
= 2F3

[
a, c− a
c, c2 ,

1+c
2

;
z2

4

]
系 4.13.

1F1

[
a
2a

; z

]2
= ez1F2

[
a,

2a, 12 + a
;
z2

4

]
系 4.14. ( ∞∑

n=0

(2n)!

n!3
xn

)2

= e4x
∞∑

n=0

(2n)!

n!4
x2n

定理 4.20.

0F2

[
−
a, b

; z

]
0F2

[
−
a, b

;−z
]
=

∞∑
n=0

(−1)n(a+ b− 1)3nz
2n

(a, b)n(a, b, a+ b− 1)2nn!

系 4.15. (
1 +

x

1!3
+
x2

2!3
+ · · ·

)(
1− x

1!3
+
x2

2!3
− · · ·

)
= 1− 3!x2

1!32!3
+

6!x4

2!34!3
− 9!x6

3!36!3
+ · · ·
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