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1 多重ゼータ値の導入

多重ゼータ値は, Riemannゼータ値

ζ(k) =
∑
0<n

1

nk

を拡張したものになっている.
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1.1 多重ゼータ値の定義

Definition 1.1 (多重ゼータ値). 自然数 0 < r, 0 < k1, · · · , kr に対して, 多重ゼータ値を

ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

によって定義し, 多重ゼータスター値を

ζ⋆(k1, . . . , kr) :=
∑

0<n1≤···≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

によって定義する.

多重ゼータスター値は多重ゼータ値のいくつかの和で表される. 具体例を挙げると

ζ⋆(k1, k2) = ζ(k1, k2) + ζ(k1 + k2)

ζ⋆(k1, k2, k3) = ζ(k1, k2, k3) + ζ(k1 + k2, k3) + ζ(k1, k2 + k3) + ζ(k1 + k2 + k3)

のようになる.

Proposition 1.2. 多重ゼータ値 ζ(k1, . . . , kr)は 1 < kr のとき収束し, kr = 1のとき発

散する.

Proof. 1 < kr とする.

ζ(k1, . . . , kr) =
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

≤
∑

0<n1,...,nr−1<nr

1

n1 · · ·nr−1

1

nkr
r

=
∑
0<n

1

nkr

(
n−1∑
k=1

1

k

)r−1

である. n → ∞において
n−1∑
k=1

1

k
= γ + lnn+O

(
1

n

)
であり, 任意の 0 ≤ mにおいて ∑

0<n

1

nkr
lnm n

が収束することから, ζ(k1, . . . , kr)は収束するすることが分かる. kr = 1のとき,

ζ(k1, . . . , kr) =
∑

0<n1<···<nr−1<nr

1

nk1
1 · · ·nkr−1

r−1 nr
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であり, nに関する数列 ∑
0<n1<···<nr−1<n

1

nk1
1 · · ·nkr−1

r−1

は単調増加で r ≤ nにおいて 0ではないから, ζ(k1, . . . , kr)は発散する.

1.2 インデックスと Hoffman代数

Definition 1.3 (インデックス). 自然数 0 < r, 0 < k1, . . . , kr に対して, 組 k :=

(k1, . . . , kr)をインデックスという. r = 0の場合に空インデックスというものを考え, ∅
で表す. インデックス kに対して, その深さを dep(k) := r, 重さを wt(k) := k1+ · · ·+kr

と定義する. 空インデックスに対しては, dep(∅) := wt(∅) := 0である.

インデックスというものを導入することによって多重ゼータ値をインデックスの関数と

見なすことができる. 具体的には, 2 ≤ kr であるインデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ(k) := ζ(k1, . . . , kr)

と定義される. 空インデックスに対しては, ζ(∅) := 1と定める. 2 ≤ kr であるインデッ

クスと空インデックスを許容インデックスという.

Definition 1.4 (Hoffman代数). 有理数係数の x, yからなる非可換多項式環をHoffman

代数という. これを Hと表す. H1 := Q+ yH,H0 := Q+ yHxと定義する.

非可換多項式であるとは, ここで x と y を交換できないということである. つまり,

Hoffman代数においては xy 6= yxである. インデックス (k1, . . . , kr)と Hoffman代数の

元 yxk1−1 · · · yxkr−1 を同一視することによって,

ζ(yxk1−1 · · · yxkr−1) := ζ(k1, . . . , kr)

と定義する. Hoffman 代数の単位元 1H ∈ H と空インデックス ∅ を同一視する. この同

一視によって, H1 の単項式に対しても重さ, 深さと言った用語を用いることにする. また,

H1 の元に定義されている写像は, この同一視により特に断りなくインデックスに対して

も定義されているとする. ζ を Q線形写像として定義することによって H0 に対して値が

定義される. 具体例を挙げると,

ζ(yx2 + 2y2x) = ζ(3) + 2ζ(1, 2)
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のようになる. Hoffman代数を用いると多重ゼータスター値を

ζ(yxk1−1(y + x)xk2−1 · · · (y + x)xkr−1) = ζ⋆(k1, . . . , kr)

と表すことができる.

1.3 シャッフル積

これから Hoffman代数上でシャッフル積と調和積を定義する. これは後で出てくる多

重ゼータ値のシャッフル関係式と調和関係式を記述するための準備である.

Definition 1.5. x, y からなる単項式 w1, w2, w ∈ Hと u1, u2 ∈ {x, y}に対して,

w1u1 x w2u2 = (w1 x w2u2)u1 + (w1u1 x w2)u2

1H x w = w x 1H = w

によって w1 x w2 ∈ Hが定まる. w1, w2 ∈ Hに対して, (w1, w2) 7→ w1 x w2 が Q双線
形写像になるように定めることによって, Hにおける積 xが定まる. これをシャッフル積

という.

定義から, この積は可換であることが分かる. 具体例を挙げると,

yxx yx = (y x yx)x+ (yxx y)x = 2(y x yx) = 2(yxy + (y x y)x)x = 2yxyx+ 4y2x2

のようになる. (w1, w2) 7→ w1 x w2 が双線形写像であるとは, c ∈ Q と w1, w2, w3 ∈ H

に対して,

(cw1 + w2)x w3 = c(w1 x w3) + w2 x w3, w x (cw2 + w3) = w1 x w2 + c(w1 x w3)

のように計算できるということである. 具体例を挙げると,

(x+2y)x (2x+ y) = xx (2x+ y) + 2yx (2x+ y) = 2xx x+ xx y+4yx x+2yx y

というように計算できる.

(w1u1 x w2u2)x w3u3 = ((w1 x w2u2)x w3u3)u1 + ((w1u1 x w2u2)x w3u3)u2

+ ((w1u1 x w2u2)x w3)u3

w1u1 x (w2u2 x w3u3) = (w1 x (w2u2 x w3u3))u1 + (w1u1 x (w2u2 x w3u3))u2

+ (w1u1 x (w2u2 x w3))u3
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となることと重さに関する帰納法によってシャッフル積は結合的であることも分かる

ので,
w1 x w2 x w3 = (w1 x w2)x w3 = w1 x (w2 x w3)

と書くことができる.

1.4 調和積

Definition 1.6. 自然数 1 ≤ k に対して, zk := yxk−1 とすると, y から始まる単項式は,

yxk1−1 · · · yxkr−1 = zk1
· · · zkr

と書ける. 単項式 w1, w2, w ∈ H1 に対して,

w1zk1
∗ w2zk2

= (w1 ∗ wzk2
)zk1

+ (w1zk1
∗ w2)zk2

1H ∗ w = w ∗ 1H = w

によって w1 ∗ w2 ∈ H1 が定まる. これをシャッフル積のときと同様に双線形に拡張して,

H1 における積 ∗が定まる. これを調和積という.

定義からこの積も可換であることが分かる. 具体例を挙げると,

zk1
∗ zk2

= zk1
zk2

+ zk2
zk1

+ zk1+k2

のようになる. シャッフル積と同様の方法でこの積も結合的であることを示すことがで

きる.

1.5 直和予想と次元予想

多重ゼータ値の研究においては, 多重ゼータ値の間にどのような関係式があるかという

ことに興味が持たれる. それを考えるうえで重要な予想がいくつか存在する.

Conjecture 1.7 (直和予想). Z0 := Q, Zk を重さ k の許容インデックスにおける多重

ゼータ値によって生成される Q上のベクトル空間とする. このとき,⋃
0≤n

Zn =
⊕
0≤n

Zn

が成立する.
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これは, 異なる重さの多重ゼータ値の間に線形関係式が存在しないということを意味す

る予想である. 具体的には, A,B,C,D,E ∈ Qとして,

Aζ(4) +Bζ(1, 3) + Cζ(3) +Dζ(1, 2) + Eζ(2) = 0

のように異なる重さのインデックスが混ざっている関係式は必ず,

Aζ(4) +Bζ(1, 3) = 0, Cζ(3) +Dζ(1, 2) = 0, Eζ(2) = 0

のような同じ重さの線形関係式のいくつかの和になっているということを意味している.

Conjecture 1.8 (次元予想; Zagier [Z]). Zn の Q上の次元は∑
0≤n

tn dimQ Zn =
1

1− t2 − t3

によって与えられる.

この次元予想によって予想される Zn の次元は, 多重ゼータ値の許容インデックスの数

に比べて非常に少ない. これは多重ゼータ値の間に非常に多くの線形関係式が存在してい

ることを意味している. 例えば, 重さ 10のときの許容インデックスの個数は, 28 = 256個

であるが, 予想によれば, dimQ Z10 = 7である. これは重さ 10の多重ゼータ値の間には,

256− 7 = 249個の独立な線形関係式が存在することを意味する.

2 反復積分表示と双対性

2.1 多重ポリログ

Definition 2.1. インデックス kと |z| ≤ 1である複素数に対して,

Lik(z) :=
∑

0<n1<···<nr

znr

nk1
1 · · ·nkr

r

によって多重ポリログを定める. 空インデックスに対しては, Li∅(z) = 1と定める.

z = 1のとき, 多重ポリログは多重ゼータ値に一致する. 多重ポリログもインデックス

と単項式の同一視によって,

Liyxk1−1···yxkr−1(z) = Lik1,...,kr
(z)

7



と表し, H1 の元に対して定義を拡張する.

Li1(z) =
∑
0<n

zn

n
= − ln(1− z)

であることが分かる.

2.2 反復積分表示

Definition 2.2 (反復積分). z ∈ [0, 1], 微分形式 x(t) := dt
t , y(t) := dt

1−t を用いて,

u1 = y, u2, . . . , un ∈ {x, y}に対して, 反復積分を

Iz(u1 · · ·ur) :=

∫
0<t1<···<tn<z

u1(t1) · · ·un(tn)

Iz(1) = 1によって定義する. Iz を線形写像として, H1 の元に対して拡張できる.

具体例を挙げると,

Iz(yx) =

∫
0<s<t<z

ds

1− s

dt

t

のようになる.

Proposition 2.3 (多重ポリログの反復積分表示). w ∈ H1, z ∈ [0, 1]に対し,

Iz(w) = Liw(z)

が成り立つ.

Proof. 線形性から w が単項式の場合を示せば十分である. 重さに関する帰納法を用いる.

重さ 0の場合は明らか, wt(w)まで成立していると仮定する.

d

dz
Liwx(z) =

1

z
Liw(z)

d

dz
Iz(wx) =

1

z
Iz(w)

より, 帰納法の仮定から Liw(z) = Iz(w) であり, Liwx(0) = I0(wx) = 0 であるから,

Liwx(z) = Iz(wx)である. 同様に

d

dz
Liwy(z) =

1

1− z
Liw(z)

d

dz
Iz(wy) =

1

1− z
Iz(w)

より, Liwy(z) = Iz(wy)である. よって wt(w)+1の場合も成り立つことが示された.
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特に I1(w)を単に I(w)と書くことにする. 多重ゼータ値の反復積分表示は,

I(w) = ζ(w)

となる.

2.3 双対性

Theorem 2.4 (双対性; Hoffman [H1, Corollary 6.2]). H上の反自己同型 τ を τ(x) =

y, τ(x) = y によって定める. このとき, w ∈ H0 に対して,

ζ(w) = ζ(τ(w))

が成立する.

Proof. u1 = y, u2, . . . , ur−1, un = x ∈ {x, y}として, 多重ゼータ値の反復積分表示

ζ(u1 · · ·un) =

∫
0<t1<···<tn<1

u1(t1) · · ·un(tn)

において ti → 1− tn−i+1 と変数変換することによって,∫
0<t1<···<tn<1

u1(t1) · · ·ur(tr) =

∫
0<t1<···<tn<1

τ(un)(t1) · · · τ(u1)(tn)

となるから,
ζ(u1 · · ·un) = ζ(τ(un) · · · τ(u1)) = ζ(τ(u1 · · ·un))

を得る.

τ は明示的には,
τ(yxk1−1 · · · yxkr−1) = ykr−1x · · · yk1−1x

という線形写像になる. H0 においては, 0 < a1, · · · as, b1, · · · , bs として,

τ(ya1xb1 · · · yasxbs) = ybsxas · · · yb1xa1

をインデックスで考えると,

τ(({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}as−1, bs + 1)) = ({1}bs−1, as + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + 1)

となることが分かる. ここで, {X}mという記号はX, . . . ,X とX をm回繰り返したもの

を意味する. 許容インデックス k に対して, τ(k)も許容インデックスであり, k† := τ(k)

を双対インデックスという. 具体例を挙げると,

ζ(1, 2) = ζ(3), ζ(1, 2, 2) = ζ(2, 3)

のようになる.
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3 複シャッフル関係式

3.1 シャッフル関係式

Theorem 3.1 (多重ポリログのシャッフル関係式). w1, w2 ∈ H1 に対して,

Liw1
(z)Liw2

(z) = Liw1xw2
(z)

が成り立つ.

Proof. まず, w1, w2が単項式の場合に示せば十分である. w1, w2のどちらか一方が有理数

の場合は明らか. 二つの単項式の重さの和に関する帰納法を用いる. wt(w1)+wt(w2)+ 1

まで成立しているとする. 反復積分表示により, u1, u2 ∈ {x, y}とすると,

Liw1u1
(z)Liw2u2

(z) = Iz(w1u1)Iz(w2u2)

=

∫
0<s<z

Is(w1)u1(s)

∫
0<t<z

It(w2)u2(t)

=

∫
0<s<t<z

Is(w1)u1(s)It(w2)u2(t)

+

∫
0<t<s<z

Is(w1)u1(s)It(w2)u2(t)

=

∫
0<t<z

It(w1u1)It(w2)u2(t) +

∫
0<s<z

Is(w1)u1(s)Is(w2u2)

=

∫
0<t<z

It(w1u1 x w2)u2(t) +

∫
0<s<z

Is(w1 x w2u2)u1(s)

= Iz((w1u1 x w2)u2) + Iz((w1 x w2u2)u1)

= Iz(w1u1 x w2u2)

よって wt(w1) + wt(w2) + 2でも成立する.

具体例を挙げると,

Li2(z)
2 = Liyxxyx(z) = 4Liy2x2(z) + 2Liyxyx(z) = 4Li1,3(z) + 2Li2,2(z)

のようになる.

Corollary 3.2 (多重ゼータ値のシャッフル関係式). w1, w2 ∈ H0 に対して,

ζ(w1)ζ(w2) = ζ(w1 x w2)

が成り立つ.
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これによって, 重さ k1 の多重ゼータ値と重さ k2 の多重ゼータ値の積は, 重さ k1 + k2

の多重ゼータ値のいくつかの和で表されることが分かる.

3.2 調和関係式

Definition 3.3 (多重調和和). インデックス k = (k1, . . . , kr) と非負整数 n に対して,

多重調和和を

ζ<n(k) :=
∑

0<n1<···<nr<n

1

nk1
1 · · ·nkr

r

によって定義する. ζ<n(∅) := 1と定義し, 多重ポリログのときと同様に定義域を H1 へ

拡張する.

Theorem 3.4 (多重調和和の調和関係式). w1, w2 ∈ H1 に対して,

ζ<n(w1)ζ<n(w2) = ζ<n(w1 ∗ w2)

が成立する.

Proof. まず, w1, w2が単項式の場合に示せば十分である. w1, w2のどちらか一方が有理数

の場合は明らか. 二つの単項式の深さの和に関する帰納法を用いる. dep(w1)+dep(w2)+
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1まで成立しているとする.

ζ<n(w1zk1
)ζ<n(w2zk2

) =
∑

0<a<n

1

ak1
ζ<a(w1)

∑
0<b<n

1

bk2
ζ<b(w2)

=
∑

0<a<b<n

1

ak1
ζ<a(w1)

1

bk2
ζ<b(w2)

+
∑

0<b<a<n

1

ak1
ζ<a(w1)

1

bk2
ζ<b(w2)

+
∑

0<a=b<n

1

ak1
ζ<a(w1)

1

bk2
ζ<b(w2)

=
∑

0<b<n

1

bk2
ζ<b(w1zk1

)ζ<b(w2)

+
∑

0<a<n

1

ak1
ζ<a(w1)ζ<a(w2zk2

)

+
∑

0<a<n

1

ak1+k2
ζ<a(w1)ζ<a(w2)

=
∑

0<b<n

1

bk2
ζ<b(w1zk1

∗ w2) +
∑

0<a<n

1

ak1
ζ<a(w1 ∗ w2zk2

)

+
∑

0<a<n

1

ak1+k2
ζ<a(w1 ∗ w2)

= ζ<n((w1zk1 ∗ w2)zk2 + (w1 ∗ w2zk2)zk1 + (w1 ∗ w2)zk1+k2)

= ζ<n(w1zk1
∗ w2zk2

)

よって dep(w1) + dep(w2) + 2でも成立する.

具体例を挙げると,

ζ<n(1)ζ<n(2) = ζ<n(1, 2) + ζ<n(2, 1) + ζ<n(3)

のようになる. 許容インデックスに対する多重調和和は n → ∞ と極限を考えることに

よって多重ゼータ値に収束するから, 多重ゼータ値の調和関係式が従う.

Corollary 3.5 (多重ゼータ値の調和関係式). w1, w2 ∈ H0 に対して,

ζ(w1)ζ(w2) = ζ(w1 ∗ w2)

が成り立つ.

12



これによって, シャッフル積とは別の方法で, 多重ゼータ値の積を多重ゼータ値の線形

和で表すことができる. この 2つの積を比較することによって以下の関係式族が得られる.

Proposition 3.6 (有限複シャッフル関係式). w1, w2 ∈ H0 に対して,

ζ(w1 x w2) = ζ(w1 ∗ w2)

が成り立つ.

具体例を挙げると,

ζ((2)x (2)) = 4ζ(1, 3) + 2ζ(2, 2)

ζ((2) ∗ (2)) = ζ(4) + 2ζ(2, 2)

の差として, 関係式
ζ(4) = 4ζ(1, 3)

が得られる. 有限複シャッフル関係式から非常に多くの関係式を得ることができるが, 有

限複シャッフル関係式からは得られない関係式もある. 例えば, 双対性から従う

ζ(3) = ζ(1, 2)

という関係式は有限複シャッフル関係式から得られない. 有限複シャッフルは両方のイン

デックスが重さ 2以上である必要があるので, 得られる関係式は重さ 4以上となり, 重さ

3の関係式を得ることができないからである. しかし, 有限複シャッフルが許容インデッ

クス以外にも拡張できる場合がある. 例えば,

ζ((1)x (2)− (1) ∗ (2)) = ζ(1, 2)− ζ(3) = 0

である. ζ((1) x (2)), ζ((1) ∗ (2))は発散してしまい, まだ意味を持たないが, 発散する多

重ゼータ値に有限値を与える正規化を行うことによって, 有限複シャッフル関係式を一般

化した正規化複シャッフル関係式を得ることができる.

3.3 シャッフル正規化

Proposition 3.7 (シャッフル正規化多項式). w ∈ H1 に対して, 以下の条件を満たす T

の多項式 ζx(w;T )が一意に存在する.

(i) ζx(y;T ) = T

13



(ii) w ∈ H0 に対して, ζx(w;T ) = ζ(w)

(iii) w1, w2 ∈ H1 に対して, ζx(w1;T )ζ
x(w2;T ) = ζx(w1 x w2;T )

この ζx(w;T )をシャッフル正規化多項式という.

Proof. w ∈ H1 を単項式とすると, w0 ∈ H0 と非負整数 nを用いて w = w0y
n と一意的

に書ける. まず,
w0 x y − w0y ∈ H0

である. 1 ≤ nのとき,

w0y
n =

1

n
(w0y

n−1 x y − (w0 x y − w0y)y
n−1) ∈ H0yn−1 x y + H0yn−1

だから, この操作を繰り返すことによって,

w0y
n ∈

n∑
k=0

H0 x yxk

であることが分かる. ここで, yxk は y x · · ·x y と k 回シャッフルしたものを表す. ここ

から, v0, . . . , vn ∈ H0 があって,

w0y
n =

n∑
k=0

vk x yxk

と書くことができ, そのときの値は (i),(ii)から

ζx(w0y
n;T ) =

n∑
k=0

ζ(vk)T
k

と定めて H1 に線形に拡張する. 後はこれが (iii) を満たすことを確認すればよい.

w, v ∈ H1 を w0, . . . , wn, v1, . . . , vm ∈ H0 で

w =
n∑

k=0

wk x yxk, v =
m∑
l=0

vl x yxl

と表したとき,

ζx(w x v;T ) =

n∑
k=0

m∑
l=0

ζx(wk x yxk x vl x yxl;T )

=
n∑

k=0

m∑
l=0

ζ(wk)ζ(vl)T
k+l

= ζx(w;T )ζx(v;T )

14



より示される.

具体例を挙げると, w = yxy の場合

yxy = yxx y − 2yyx

と書けるから,

ζx(2, 1;T ) = ζx(yxy;T ) = ζ(yx)T − 2ζ(yyx) = ζ(2)T − 2ζ(1, 2)

となる.

3.4 調和正規化

Proposition 3.8 (調和正規化多項式). w ∈ H1 に対して, 以下の条件を満たす T の多項

式 ζ∗(w;T )が一意に存在する.

(i) ζ∗(y;T ) = T

(ii) w ∈ H0 に対して, ζ∗(w;T ) = ζ(w)

(iii) w1, w2 ∈ H1 に対して, ζ∗(w1;T )ζ
∗(w2;T ) = ζ∗(w1 ∗ w2;T )

この ζ∗(w;T )を調和正規化多項式という.

Proof. シャッフル積の場合と全く同様の議論により, w ∈ H1 に対して, w0, . . . , wk ∈ H0

があって,

w =
n∑

k=0

wky
∗k

と表される. ここで, y∗k は y ∗ · · · ∗ y と k 回調和積したものを表す. これに対して,

ζ∗(w;T ) =

n∑
k=0

ζ(wk)T
k

と定めれば良い. (iii)が満たされることもシャッフル正規化多項式の場合と全く同様に示

される.

3.5 正規化定理

一般にシャッフル正規化多項式と調和正規化多項式は一致しない. この 2つの間の関係

を与えるのが正規化定理である.
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Proposition 3.9. w ∈ H1 とする. z → 1においてある定数 0 < mがあって, 以下の漸

近展開が成り立つ.

Liw(z) = ζx(w; Li1(z)) +O((1− z)Li1(z)
m)

Proof. wx ∈ H0 がモニックな単項式のとき, 0 < z < 1として, dep(w) = r とすると,

ζ(wx)− Liwx(z) =

∫
z<t<1

Liw(t)

t
dt

≤ 1

z

∫
z<t<1

Liyr (t) dt

≤ 1

z

∫
z<t<1

Li1(t)
r dt

=
1

z

(
(1− z)Li1(z)

r + r

∫
z<t<1

(1− t)Li1(t)
r−1 dt

)
= O((1− z)Li1(z)

r)

よって, H0 において成立する. w ∈ H1 とするとき, w0, . . . , wn ∈ H0 を用いて,

w =
n∑

k=0

wk x yxk

と表すと, z → 1において, 定数 0 < mを十分大きく取れば,

Liw(z) =
n∑

k=0

Liwk
(z)Li1(z)

k =
n∑

k=0

ζ(wk)Li1(z)
k +O((1− z)Li1(z)

m)

= ζx(w; Li1(z)) +O((1− z)Li1(z)
m)

となることが分かる.

Proposition 3.10. w ∈ H1 とする. N → ∞においてある定数 0 < mがあって, 以下

の漸近展開が成り立つ.

ζ<N (w) = ζ∗(w; ζ<N (1)) +O

(
ζ<N (1)m

N

)
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Proof. w = yxk1−1 · · · yxkr−1 ∈ H0 のとき,

ζ(w)− ζ<N (w) =
∑
N≤n

ζ<n(k1, . . . , kr−1)

nkr

≤
∑
N≤n

ζ<n({1}r−1)

n2

≤
∑
N≤n

ζ<n(1)
r−1

n2

ここで,

ζ<n(1) = γ + lnn+O

(
1

n

)
であることと, ∫ ∞

N

lnm x

x2
dx = O

(
lnm N

N

)
= O

(
ζ<N (1)m

N

)
であることを用いると, ∑

N≤n

ζ<n(1)
r−1

n2
= O

(
lnr−1 N

N

)
であることが分かる. よって H0において成立する. w ∈ H1とするとき, w0, . . . , wn ∈ H0

を用いて,

w =
n∑

k=0

wk ∗ y∗k

と表すと, N → ∞において, 定数 0 < mを十分大きく取れば,

ζ<N (w) =

n∑
k=0

ζ<N (wk)ζ<N (1)k =

n∑
k=0

ζ(wk)ζ<N (1)k +O

(
ζ<N (1)m

N

)
= ζ∗(w; ζ<N (1)) +O

(
ζ<N (1)m

N

)
となること分かる.

Proposition 3.11. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζx(k, {1}n;T ) =
n∑

k=0

(−1)kζx({1}n−k;T )
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk

ζ∗(k, {1}n;T ) =
n∑

k=0

(−1)kζ∗({1}n−k;T )
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk
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Proof. 1つ目の等式は, 十分大きなmを取れば

Lik,{1}n(z) =
∑

0<n1<···<nr<m1<···<mn

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mn
zmn

= Li{1}n(z)
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

−
∑

0<n1<···<nr≥m1<m2···<mn

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mn
zmn

= Li{1}n(z)
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

− Li{1}n−1(z)
∑

0<n1<···<nr≥m1>0

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1

+
∑

0<n1<···<nr≥m1≥m2<m3···<mn

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mn
zmn

= · · ·

=
n∑

k=0

(−1)kLi{1}n−k(z)
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk

+ (−1)n
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

zm1 − 1

m1 · · ·mk

=

n∑
k=0

(−1)kζx({1}n−k; Li1(z))
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk

+O((1− z)Li1(z)
m)

が成り立つことによって示される. 最後の等号は,

∑
0<n1<···<nr

0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

zm1 − 1

m1 · · ·mk

が z → 1で 0に収束することによって, 十分大きなmを用いて,

O((1− z)Li1(z)
m)

と書けることが前の定理から分かることによる. 2つ目の等式も同様の変形によって, 十
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分大きなmと取ると,

ζ<N (k, {1}n) =
n∑

k=0

(−1)kζ<N ({1}n−k)
∑

0<n1<···<nr<N
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk

=

n∑
k=0

(−1)kζ∗({1}n−k; ζ<N (1))
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk

+O

(
ζ<N (1)m

N

)

であることから従う.

Theorem 3.12 (正規化定理; Ihara-Kaneko-Zagier[IKZ, Theorem 1]). 多項式環 C[T ]
の上の線形写像 ρを

ρ(ζ∗({1}n;T )) = ζx({1}n;T )

によって導入する. このとき, w ∈ H1 に対して,

ρ(ζ∗(w;T )) = ζx(w;T )

が成立する.

Proof. 前の命題より, インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ρ(ζ∗(k, {1}n;T ))

= ρ

 n∑
k=0

(−1)kζ∗({1}n−k;T )
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk


=

n∑
k=0

(−1)kζx({1}n−k;T )
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mk≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mk

= ζx(k, {1}n;T )

であることから分かる.

具体的に ζ∗({1}n;T ), ζx({1}n;T ) がどのように表せるかを考えてみる. まず, シャッ

フル正規化多項式の方は

ζx({1}n;T ) = 1

n!
ζx((1)xn;T ) =

Tn

n!
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と表せる. よって, 母関数を考えると,∑
0≤n

ζx({1}n;T )tn = eTt

となる.

Proposition 3.13. 形式的べき級数環 H1[[t]]上の等式

1

1− yt
=
∑
0≤n

yntn = exp∗

(∑
0<n

(−1)n−1zn
n

tn

)

が成立する. ここで, exp∗ は

exp∗(u) :=
∑
0≤n

u∗n

n!

によって定義されるものとする.

Proof. 調和積によって,

nyn = yn−1 ∗ z1 −
n−2∑
k=0

ykz2y
n−k−2

= yn−1 ∗ z1 − yn−2 ∗ z2 +
n−3∑
k=0

ykz3yn−k−3

= · · ·

=

n∑
k=1

yn−k ∗ (−1)k−1zk

と変形できることから,

d

dt

∑
0≤n

yntn =
∑
0<n

nyntn−1 =
∑
0≤n

yntn ∗
∑
0<k

(−1)k−1zkt
k−1

が得られる. また,

d

dt
exp∗

(∑
0<n

(−1)n−1zn
n

tn

)
= exp∗

(∑
0<n

(−1)n−1zn
n

tn

)
∗
∑
0<k

(−1)k−1zkt
k−1

であるから両辺は微分が等しい, よって t = 0のときに両辺が 1になることから, 等式が

従う.
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Corollary 3.14. 形式的べき級数 C[[t]]上の等式

∑
0≤n

ζ∗({1}n;T )tn = exp

(∑
0<n

(−1)n−1ζ∗(n;T )

n
tn

)
= eTt exp

(∑
0<n

(−1)n−1ζ(n)

n
tn

)

が成立する.

これらを用いると, ρは

ρ(eTt) = eTt exp

(∑
0<n

(−1)nζ(n)

n
tn

)

として計算できることが分かる. ここでガンマ関数を用いると,

exp

(∑
0<n

(−1)nζ(n)

n
tn

)
= eγtΓ(1 + t)

と表せることが知られている. 多重ゼータ値の文脈では, eγtΓ(1 + t)でひとかたまりと見

なすのが自然である.

3.6 正規化複シャッフル関係式

正規化定理を用いることによって, 有限複シャッフル関係式を正規化複シャッフル関係

式に拡張できる.

Theorem 3.15 (正規化複シャッフル関係式; Ihara-Kaneko-Zagier[IKZ, Theorem 2]).

w0 ∈ H0, w1 ∈ H1 に対して,

ζx(w0 x w1;T ) = ζx(w0 ∗ w1;T )

ζ∗(w0 x w1;T ) = ζ∗(w0 ∗ w1;T )

が成り立つ.

Proof. 正規化定理
ζx(w1;T ) = ρ(ζ∗(w1;T ))
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の両辺に ζ(w0)を書けることによって,

ζx(w0 x w1;T ) = ζ(w0)ζ
x(w1;T )

= ζ(w0)ρ(ζ
∗(w1;T ))

= ρ(ζ∗(w0 ∗ w1;T ))

= ζx(w0 ∗ w1;T )

が従う. 両辺に ρ−1 を作用させて 2つ目の式も得られる.

Definition 3.16. w ∈ H1 を w0, . . . , wn ∈ H0 によって,

w =
n∑

k=0

wk x yxk

と書いたときの定数項 w0 を regx(w) と表す. 同様に w ∈ H1 を w0, . . . , wn ∈ H0 に

よって,

w =
n∑

k=0

wk x y∗k

と書いたときの定数項 w0 を reg∗(w)と表す.

正規化複シャッフル関係式の定数項はそれぞれ

ζ(regx(w0 x w1 − w0 ∗ w1)) = 0

ζ(reg∗(w0 x w1 − w0 ∗ w1)) = 0

と多重ゼータ値の関係式族として表すことができる. 以下, ζx(w; 0), ζ∗(w; 0)をそれぞれ,

ζx(w), ζ∗(w)と書くことにする. 以下のような予想がある.

Conjecture 3.17. 多重ゼータ値の全ての線形関係式は正規化複シャッフル関係式に

よって導かれる.

つまり, 多重ゼータ値において成り立っている関係式は全て正規化複シャッフル関係式

から従うと予想されているわけであるが, 多重ゼータ値の双対性はまだ一般の場合に正規

化複シャッフル関係式に含まれているかどうかは分かっていない.
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4 導分関係式と Ohno関係式

4.1 導分関係式

Definition 4.1. 写像 f : H → Hは, w1, w2 ∈ Hに対して,

f(w1w2) = f(w1)w2 + w1f(w2)

を満たすとき, 導分であるという.

Proposition 4.2. f が導分であるとき,

exp(tf) :=
∑
0≤n

tn

n!
fn

は H[[t]]上の同型写像である. ここで, fn は f の n回合成写像とする.

Proof. 0 ≤ nに対して, 帰納的に

fn(w1w2) =
n∑

k=0

(
n

k

)
fk(w1)f

n−k(w2)

であることが分かるから,

exp(tf)(w1w2) =
∑
0≤n

tn

n!
fn(w1w2)

=
∑
0≤k

∑
0≤l

tk

k!

tl

l!
fk(w1)f

l(w2)

= exp(tf)(w1) exp(tf)(w2)

と示される.

Definition 4.3. 0 < n,w ∈ H1 に対して, dx0 , d
∗
0 を恒等写像として,

dxn (w) := w x yn − (w x yn−1)y

d∗n(w) := w ∗ yn − (w ∗ yn−1)y

と定義する.
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w ∈ H1, u ∈ {x, y}とすると,

dxn (wu) = (w x yn)u

が成立する. また, 1 ≤ k とすると,

d∗n(wzk) = (w ∗ yn)zk + (w ∗ yn−1)zk+1

が成立することが分かる.

Proposition 4.4. w ∈ H1 に対して,

w x yn =
n∑

k=0

dxk (w)y
n−k

w ∗ yn =
n∑

k=0

d∗k(w)y
n−k

が成り立つ.

Proof. w ∈ H1 に対して,

n∑
k=0

dxk (w)y
n−k = wyn +

n∑
k=1

(w x yk − (w x yk−1)y)yn−k = w x yn

によって示される. ∗の方も全く同様である.

Proposition 4.5. 写像 Φx ,Φ∗ を

Φx :=
∑
0≤n

tndxn

Φ∗ :=
∑
0≤n

tnd∗n

と定めたとき, Φx ,Φ∗ は H1[[t]]上の同型写像であり,

Φx(x) =
1

1− yt
x, Φx(y) =

1

1− yt
y

Φ∗(x) = x, Φ∗(y) = y

(
1 +

t

1− yt
(x+ y)

)
と定めることによって H[[t]]上の同型写像に自然に拡張できる.
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Proof. w1, w2 ∈ H1, u1, u2 ∈ {x, y}に対して,

dxn (w1u1w2u2) = (w1u1w2 x yn)u2

=
n∑

k=0

(w1 x yk)u1(w2 x yn−k)u2

=

n∑
k=0

dxk (w1u1)d
x
n−k(w2u2)

より, Φx は H1 の同型写像である. w1, w2 ∈ H1, 1 ≤ k1, k2 に対して,

d∗n(w1zk1w2zk2) = (w1zk1w2 ∗ yn)zk2 + (w1zk1w2 ∗ yn−1)zk2+1

= w1zk1
(w2 ∗ yn)zk2

+ w1zk1
(w2 ∗ yn−1)zk2+1

+
n∑

k=1

((w1 ∗ yk)zk1
+ (w1 ∗ yk−1)zk1+1)(w2 ∗ yn−k)zk2

+
n−1∑
k=1

((w1 ∗ yk)zk1
+ (w1 ∗ yk−1)zk1+1)(w2 ∗ yn−k−1)zk2+1

=

n∑
k=0

d∗k(w1u1)d
∗
n−k(w2u2)

より, Φ∗ は H1 の同型写像である.

Φx(yxk−1) =
1

1− yt
y

(
1

1− yt
x

)k−1

Φ∗(yxk−1) = y

(
1 +

t

1− yt
(x+ y)

)
xk−1

となることが分かるので,

Φx(x) =
1

1− yt
x, Φ∗(x) = x

と定めることによって, Hの同型写像に拡張できる.

Proposition 4.6. w ∈ H1 に対して,

w x
1

1− yt
= Φx(w)

1

1− yt

w ∗ 1

1− yt
= Φ∗(w)

1

1− yt
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Proof. 2つ前の命題より従う.

Corollary 4.7. ∆ := (Φx)−1 ◦ Φ∗ とするとき,

w ∗ 1

1− yt
= ∆(w)x

1

1− yt

が成立する.

計算により,

∆(x) =
1

1 + yt
x

∆(x+ y) = x+ y

となることが分かる.

Definition 4.8. 自然数 0 < nに対して, 導分 ∂n を

∂n(x) = y(x+ y)n−1x, ∂n(y) = −y(x+ y)n−1x

で定める.

Proposition 4.9. 同型写像 ϕを ϕ(x) = y + x, ϕ(y) = −y とすると, w ∈ H1 に対し,

∂n(wx) = −ϕ(ϕ(w) ∗ zn)x

が成り立つ.

Proof. ϕ ◦ ϕが恒等写像であるから, w = yxk1−1 · · · yxkr−1 として,

∂n(ϕ(w)x) = ∂n((−y)(x+ y)k1−1 · · · (−y)(x+ y)kr−1x)

=
r∑

i=0

(−y)(x+ y)k1−1 · · · ((−y)(y + x)n + (−y)(y + x)n−1(−y))(x+ y)ki

· (−y)(x+ y)ki+1 · · · (−y)(x+ y)kr−1x

− (−y)(x+ y)k1−1 · · · (−y)(x+ y)kr−1(−y)(y + x)n−1x

= −ϕ(yxk1−1 · · · yxkr−1 ∗ zn)x
= −ϕ(w ∗ zn)x

であることから従う.
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Proposition 4.10. 同型写像の間の等式

∆ = exp

(∑
0<n

∂n
n
(−t)n

)
が成立する.

Proof. まず, 1つ前の命題より,

exp

(∑
0<n

∂n
n
(−t)n

)
(wx) = ϕ

(
ϕ(w) ∗ exp∗

(∑
0<n

(−1)n−1zn
n

tn

))
x

= ϕ

(
ϕ(w) ∗ 1

1− yt

)
x

であるから, w = 1H として,

exp

(∑
0<n

∂n
n
(−t)n

)
(x) =

1

1 + yt
x = ∆(x)

また,

∆(x+ y) = x+ y = exp

(∑
0<n

∂n
n
(−t)n

)
(x+ y)

であるから, 生成元 x, x+ y での値が等しい. よって, 等号が成り立つ.

Theorem 4.11 (導分関係式; Ihara-Kaneko-Zagier [IKZ, Corollary 6]). w ∈ H0 に対

して, 以下が成り立つ.

(i) ζ(w) = ζ(∆(w))

(ii) 自然数 0 < nと w ∈ H0 に対して,

ζ(∂n(w)) = 0

が成り立つ.

Proof. (i)は正規化複シャッフル関係式より, w ∈ H0 に対して,

ζ(w) = ζx
(
w x

1

1− yt

)
= ζx

(
w ∗ 1

1− yt

)
= ζx

(
∆(w)x

1

1− yt

)
= ζ(∆(w))

より従う.∑
0<n

ζ(∂n(w))

n
(−t)n = ζ(ln∆)(w) =

∑
0<n

(−1)n−1ζ((∆− 1)n(w))

n
= 0
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より, tn の係数を考えて, ζ(∂n(w)) = 0が従う.

これまでの証明から, 導分関係式は正規化複シャッフル関係式から代数的に導かれるこ

とが分かる.

4.2 Ohno関係式

Definition 4.12. 同型写像 σ を

σ(x) = x, σ(y) = y
1

1 + xt

で定める.

Proposition 4.13. 以下の等式が成り立つ.

∆ = τ ◦ σ ◦ τ ◦ σ−1

Proof. 計算により,

(τ ◦ σ ◦ τ ◦ σ−1)(x) =
1

1 + yt
x = ∆(x)

(τ ◦ σ ◦ τ ◦ σ−1)(x+ y) = x+ y = ∆(x+ y)

であることから従う.

Theorem 4.14 (Ohno関係式; Ohno [O, Theorem 1]). 0 ≤ nを非負整数とする. 許容

インデックス k = (k1, . . . , kr)とその双対インデックス k† = (l1, . . . , ls)に対して,∑
0≤e1,...,er

e1+···+er=n

ζ(k1 + e1, . . . , kr + er) =
∑

0≤e1,...,es
e1+···+es=n

ζ(l1 + e1, . . . , ls + es)

が成り立つ.

Proof. 前の命題を用いて, 導分関係式と双対性により, w ∈ H0 に対して,

ζ(σ(τ − 1)(w)) = ζ((τ ◦ σ ◦ τ − σ)(w)) = ζ((∆− 1)(σ(w)) = 0

よって, ζ(σ(w)) = ζ(σ ◦ τ(w))である.

ζ(σ(yxk1−1 · · · yxkr−1)) =
∑
0≤n

(−t)n
∑

0≤e1,...,er
e1+···+er=n

ζ(k1 + e1, . . . , kr + er)

であることから w = yxk1−1 · · · yxkr−1 として定理が示される.
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新たに記号 (k1, . . . , kr) ⊕ (e1, . . . , er) := (k1 + e1, . . . , kr + er), |(e1, . . . , er)| :=
e1 + · · ·+ er を導入することによって, Ohno関係式は,∑

0≤e1,...,edep(k),|e|=n

ζ(k ⊕ e) =
∑

0≤e1,...,edep(k†),|e|=n

ζ(k† ⊕ e)

と簡潔に表すことができる. Ohno関係式の証明には双対性が用いられているため, 正規

化複シャッフル関係式に含まれているかどうかは分からないが, 1つ前の命題から,∑
0≤e1,...,edep(k)

ζ(k ⊕ e) =
∑

0≤e1,...,edep(k†)

ζ((k† ⊕ e)†)

は導分関係式と同値であるため, 正規化複シャッフル関係式に含まれていることが分かる.

Definition 4.15. I(k, r)で重さ k, 深さ rのインデックス全体を表し, I0(k, r)で重さ k,

深さ r の許容インデックス全体を表すとする.

Ohno関係式において, kを深さ 1のインデックスとすると, 以下が得られる.

Corollary 4.16 (和公式; Granville [G, Gr, Proposition]). 0 < r < k に対して,∑
k∈I0(k,r)

ζ(k) = ζ(k)

が成り立つ.

和公式は多重ゼータ値において最もシンプルな関係式であり, 様々な証明が知られて

いる.

4.3 Kaneko-Sakata型和公式

この項では, Kaneko-Sakataの和公式の一般化であるMurahara-Sakataの和公式の証

明を与える. ここで与える証明はMurahara-Sakataの証明と同様である.

Definition 4.17 (縮約インデックス). インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

yxk1−1(y + x)xk2−1 · · · (y + x)xkr−1

を展開して現れる項に対応するインデックスを縮約インデックスという. lが k の縮約イ

ンデックスであることを, l � kと表す.

29



具体例を挙げると,(2, 3, 4)の縮約インデックスは

(2, 3, 4), (2, 7), (5, 4), (9)

の 4つである.

Theorem 4.18 (Murahara-Sakata の和公式; Murahara-Sakata [MS, Theorem 1.2]).

正整数 0 < r ≤ nとインデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

∑
e∈I(n,r)

ζ({1}e1−1, k1 + 1, . . . , {1}er−1, kr + 1) =
∑
k⪯l

(−1)dep(l)−r
∑

e∈I(n,dep(l))

ζ(l⊕ e)

が成り立つ. ただし,
∑

k⪯l は k を縮約インデックスに持つインデックス l 全体の和を

表す.

Proof. u := −tとして, 準同型写像 αを α(x) = (1− yu)x, α(y) = yxuと定めると,

(σ ◦ α)(x) = x− y
xu

1− xu
, (σ ◦ α)(y) = y

xu

1− xu

(τ ◦ σ ◦ τ ◦ α)(x) = x, (τ ◦ σ ◦ τ ◦ α)(y) = yu

1− yu
x

が成り立つ. よって, 導分関係式より

ζ((τ ◦ σ ◦ τ ◦ α)(w)) = ζ((σ ◦ α)(w))

であるから, w = yxk1−1 · · · yxkr−1 として

ζ((τ ◦ σ ◦ τ ◦ α)(w)) = yu

1− yu
xk1 · · · yu

1− yu
xkr

ζ((σ ◦ α)(w)) =
∑
k⪯l

(−1)dep(l)−ry
xu

1− xu
xl1−1 · · · y xu

1− xu
xldep(l)−1

であるから, un の係数を比較して定理を得る.

この関係式の特徴は, 右辺に現れるインデックスの成分が全て 2以上であるということ

である. 一般にインデックス k に対して, 2 以上の成分の個数を高さといい, ht(k) で表

す. 全てのインデックスの成分が 2以上のインデックスのことを高さ最大のインデックス

という. この関係式はさらに左辺の高さが一定であるところも興味深いところであり, 多

重ゼータ値において, 高さという値も重要であることを示唆している. 証明において用い

られている α という写像は同型写像ではないので, Murahara-Sakata の和公式は一般に

導分関係式と同値ではないと考えられる. Murahara-Sakataの和公式において, r = 1と

することによって, 以下の等式を得る.
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Corollary 4.19 (Kaneko-Sakataの和公式 [KS, Theorem 1.1]). 自然数 0 < a, bに対し

て, 以下の等式が成り立つ.

ζ({1}a−1, b+ 1) =
∑
0<r

(−1)r−1
∑

a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

ζ(a⊕ b)

これは高さが 1 の多重ゼータ値を高さ最大の多重ゼータ値で表す明示式を与えている

が, 高さが 2の多重ゼータ値を一般に高さ最大の多重ゼータ値で表す明示式はまだ知られ

ていないと思われる.

4.4 Ohno-Zagierの関係式

Proposition 4.20. C[[t]]における等式

exp

(∑
0<k

ζ<n(k)

k
tk

)
=

n−1∏
k=1

(
1− t

k

)−1

が成り立つ.

Proof.

exp∗

(∑
0<k

(−1)k−1zk
k

tk

)
=
∑
0≤k

yktk

に ζ<n を作用させて

exp

(∑
0<k

(−1)k−1ζ<n(k)

k
tk

)
=
∑
0≤k

ζ<n({1}k)tk =

n−1∏
k=1

(
1 +

t

k

)
を得る. tを −tに置き換えて逆数を考えることによって示される.

Theorem 4.21 (Ohno-Zagierの関係式 [OZ]). α, β を α + β = u + v, αβ = w を満た

すものとして定める. C[[u, v, w]]における等式

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ(k)

uk−r−svr−sws−1

=
1

uv − w

(
1− exp

(∑
0<n

ζ(n)

n
(un + vn − αn − βn)

))
が成り立つ. ここで, I0(k, r, s)は重さ k, 深さ r, 高さ sの許容インデックス全体の集合を

表す.
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Proof. 前の命題より,

1

uv − w

(
1− exp

(∑
0<k

ζ<n(k)

k
(uk + vk − αk − βk)

))

=
1

uv − w

(
1−

n−1∏
k=1

(k − α)(k − β)

(k − u)(k − v)

)

=
1

uv − w

(
1−

n−1∏
k=1

(
1− uv − w

(k − u)(k − v)

))

=
∑
0<r

(w − uv)r−1
∑

0<n1<···<nr<n

r∏
i=1

1

(ni − u)(ni − v)

=
∑

0<s≤r

(
r − 1

s− 1

)
ws−1(−uv)r−s

∑
0<n1<···<nr<n

r∏
i=1

1

(ni − u)(ni − v)

=
∑

0<s≤r

(−1)r−s

(
r − 1

s− 1

) ∑
a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

ζ<n(a⊕ b)

ua−svb−sws−1

ここで, n → ∞とすることによって,

1

uv − w

(
1− exp

(∑
0<k

ζ(k)

k
(uk + vk − αk − βk)

))

=
∑

0<s≤r,a,b

(−1)r−s

(
r − 1

s− 1

) ∑
a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

ζ(a⊕ b)

ua−svb−sws−1

を得る. Murahara-Sakataの和公式より,∑
k∈I0(a+b,a,s)

ζ(k) =
∑

a∈I(a,s)
b∈I(b,s)

ζ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}as−1, bs + 1)

=
∑

k∈I(b,s)

∑
k⪯b

(−1)dep(b)−s
∑

a∈I(a,dep(b))

ζ(a⊕ b)

=
∑
s≤r

(−1)r−s

(
r − 1

s− 1

) ∑
a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

ζ(a⊕ b)
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ここで, 最後の等号は r := dep(b)と置き換えて, 深さ r のインデックスの深さ sの縮約

インデックスの個数が yxk1−1(y+ x)xk2−1 · · · (y+ x)xkr−1 の r− 1個の x+ yから yを

s− 1個選ぶ組合せの数に等しく,
(
r−1
s−1

)
で与えられることから分かる. よって,

1

uv − w

(
1− exp

(∑
0<k

ζ(k)

k
(uk + vk − αk − βk)

))

=
∑

0<s≤r,a,b

(−1)r−s

(
r − 1

s− 1

) ∑
a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

ζ(a⊕ b)

ua−svb−sws−1

=
∑

0<s≤a,b

 ∑
k∈I0(a+b,a,s)

ζ(k)

ua−svb−sws−1

=
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ(k)

uk−r−svr−sws−1

と示される.

この関係式は, 重さ, 深さ, 高さを固定した多重ゼータ値の和が Riemann ゼータ値で

表されることを示している. 和公式は重さと深さを固定した和が Riemannゼータ値にな

るという定理だったから, それの精密化を与えていることになる. 上の証明は実はより

代数的に成り立っており, Ohno-Zagier の関係式を調和関係式によって展開したものが

Murahara-Sakataの和公式に含まれていることが分かる. 次の公式は, 重さと高さを固定

した場合である. これは Ohno-Zagierの関係式を u + v = 0として w を −w2 に置き換

えて得られる.

Corollary 4.22 (Le-Murakamiの関係式 [LM1, LM2]). C[[u,w]]における等式

∑
0<k,s

 ∑
k∈I0(k,∗,s)

(−1)dep(k)ζ(k)

uk−2sw2s−2

=
1

u2 − w2

(
1− exp

(∑
0<n

ζ(2n)

n
(u2n − w2n)

))

が成り立つ. ここで, I0(k, ∗, s)は重さ k, 高さ sの許容インデックス全体の集合を表す.
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後で見るように, ζ(2n)は π2n の有理数倍であるから,∑
k∈I0(k,∗,s)

(−1)dep(k)ζ(k)

は πk の有理数倍であることが分かる. これは k が奇数の場合は双対性によって打ち消

し合うため, 0 になる. Ohno-Zagier の関係式の高さ 1 の場合として, 以下の公式が得ら

れる.

Corollary 4.23 (Aomoto-Drinfel’dの公式 [A, D]).

∑
0<n,m

ζ({1}n−1,m+ 1)unvm = 1− exp

(∑
0<n

ζ(n)

n
(un + vn − (u+ v)n)

)

これは, 高さが 1 の多重ゼータ値が Riemann ゼータ値で表されるという結果である.

Ohno-Zagierの関係式の証明の途中に現れた等式∑
k∈I0(a+b,a,s)

ζ(k) =
∑

a∈I(a,s)
b∈I(b,s)

ζ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}as−1, bs + 1)

=
∑
s≤r

(−1)r−s

(
r − 1

s− 1

) ∑
a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

ζ(a⊕ b)

はMurahara-Sakataの和公式から導かれており, a, bに関して対称的であるから, 以下の

系が得られる.

Corollary 4.24. 重さ, 深さ, 高さを固定した多重ゼータ値の和の双対性は導分関係式に

含まれている. 特に高さ 1の多重ゼータ値の双対性は導分関係式に含まれている.

4.5 シャッフル正規化和公式とその一般化

Definition 4.25 (Hoffman 双対). H における同型写像 η0 を η0(x) = y, η0(y) = x に

よって定め, yw ∈ H1 に対して, η(yw) := yη0(w)によって定める. η を Hoffman双対と

いう. インデックスに対しては, k∨ := η(k)と書く.

Proposition 4.26. Hの同型写像 ρを ρ(x) = x, ρ(y) = y
1−yt によって定めると, w ∈ H1

に対して,

(η ◦ σ ◦ η)(w)x 1

1− yt
= ρ(w)
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が成り立つ.

Proof. まず, w ∈ Hに対して,

(η ◦ σ ◦ η)(yw) = y
1

1 + yt
(η0 ◦ σ ◦ η0)(w)

であり, (η0 ◦ σ ◦ η0)(x) = x 1
1+yt , (η ◦ σ ◦ η)(y) = y が成り立つ. よって, 新たに同型写像

f を f(x) = 1
1+ytx, f(y) = y で定めると,

y
1

1 + yt
(η0 ◦ σ ◦ η0)(w) = f(yw)

1

1 + yt

よって,

(η ◦ σ ◦ η)(yw)x 1

1− yt
= Φx

(
f(yw)

1

1 + yt

)
1

1− yt

= (Φx ◦ f)(yw)

であるから, x, yでの行き先を見ることによって ρ = Φx ◦f が従うことから示される.

Theorem 4.27 (一般化されたシャッフル正規化和公式). 非負整数 nとインデックス k

に対して, ∑
0≤e1,...,er

|e|=n

ζx((k∨ ⊕ e)∨) = (−1)n
∑

0≤e1,...,er
|e|=n

ζx({1}e1 , k1, . . . , {1}er , kr)

が成り立つ.

Proof. 一つ前の命題より,

ζx((η ◦ σ ◦ η)(w)) = ζx
(
(η ◦ σ ◦ η)(w)x 1

1− yt

)
= ζx(ρ(w))

だから, w = yxk1−1 · · · yxkr−1 として tn の係数を比較することにより示される.

kを深さ 1とすることによって通常のシャッフル正規化和公式が得られる.

Corollary 4.28 (シャッフル正規化和公式; Kaneko-Sakata [KS, Theorem 1.2]). 正整

数 k, r に対して, ∑
k∈I(k+r,r)

ζx(k) = (−1)r−1ζ({1}r−1, k + 1)

が成り立つ.
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4.6 二重 Ohno関係式

Definition 4.29. H上の同型 σu,∆u と反自己同型 τu を

σu(x) = x, σu(y) = y
1

1− xu

∆u(x) =
1

1− yu
x, ∆u(y) =

y

1− yu
(1− (x+ y)u)

τu(x) = y
1

1 + yxu
, τu(y) = (1 + yxu)x

によって定める.

これまで, 単に σ,∆と書いていたものは, 上の記号では σ−t,∆−t と表される.

Proposition 4.30. 同型写像の間の等式

∆s∆t = τσsσtτstσ
−1
s σ−1

t

が成り立つ. ただし, 積は写像の合成を表すものとする.

Proof. まず,

∆s∆t(x) =
1

1− y(s+ t) + y(x+ y)st
x = (τσsσtτstσ

−1
s σ−1

t )(x)

である. 次に, ∆s∆t(x+ y) = x+ y であり,

(τσsσtτstσ
−1
s σ−1

t )(x+ y)

= τσsσt

(
y

1

1 + yxst
+

(
1− y

s

1 + yxst

)(
1− y

t

1 + yxst

)
(1 + yxst)x

)
= τσsσt(x+ y(1− xs)(1− xt))

= x+ y

であるから, 等号が示される.

Theorem 4.31 (拡張された二重 Ohno関係式; Hirose-Sato-Seki [HSS]). w ∈ H0 に対

して,
ζ(σsσt(1− τst)(w)) = 0

が成り立つ.
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Proof. 1つ前の命題と導分関係式と双対性によって,

ζ(σsσt(w)) = ζ(∆s∆tσsσt(w))

= ζ(τσsσtτst(w))

= ζ(σsσtτst(w))

と示される.

反自己同型 τ̃u を

τ̃u(x) =
1

1 + yxu
y, τ̃u(y) = x(1 + yxu)

としたとき, w ∈ Hに対して,

τu(ywx) = yτ̃u(w)x

が成り立つことが分かる. よって, 拡張された二重 Ohno関係式は,

ζ(σsσty(1− τ̃st)(w)x) = 0

と書き直すことができる.
τ̃u(xy) = yx, τ̃u(yx) = xy

が成り立つことから, xy, yxのいくつかの積によって生成される単項式 wに対して,

yτ̃(w)x = yτ(w)x = τ(ywx)

が成り立つ. このような ywxに対応するインデックスを BBBL型インデックスというこ

とにすると, 以下が従うことが分かる.

Corollary 4.32 (二重 Ohno関係式; Hirose-Murahara-Onozuka-Sato [HMOS]). 非負

整数 n,mと BBBL型インデックス kに対して,∑
0≤e1,...,edep(k)

0≤f1,...,fdep(k)

|e|=n,|f |=m

ζ(k ⊕ e⊕ f) =
∑

0≤e1,...,edep(k†)

0≤f1,...,fdep(k†)

|e|=n,|f |=m

ζ(k† ⊕ e⊕ f)

Ohno和を w ∈ H0 に対して,

O(w; t) :=
∑
0≤n

tnζ(σt(w))
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によって導入すると, Ohno関係式は Ohno和の双対性

O(k; t) = O(k†; t)

と考えることができる. Ohno和が満たす関係式族という観点からは, 二重 Ohno関係式

は, Ohno和が BBBL型インデックスに対して Ohno関係式を満たすということを意味し

ているのである.

5 Kawashima関係式

5.1 Landen型接続公式

Definition 5.1. インデックス k = (k1, . . . , kr)と |z| < 1に対して,

Li⋆k(z) :=
∑

0<n1≤···≤nr

znr

nk1
1 · · ·nkr

r

と定義する.

多重ポリログの反復積分表示から, Li⋆ は反復積分表示

Li⋆k(z) = Iz(yx
k1−1(y + x)xk2−1 · · · (y + x)xkr−1)

を持つ. これによって, |z| < 1の外側へと解析接続できる.

Theorem 5.2 (Landen型接続公式). 複素数 z に対して,

Li⋆k(z) = −Li⋆k∨

(
z

z − 1

)
Proof. 反復積分表示

Li⋆k(z) = Iz(yx
k1−1(y + x)xk2−1 · · · (y + x)xkr−1)

において, 変数変換 t → t
t−1 を行うと, x → x+ y, y → −y となって示される.

これは同型写像 ϕ(x) = x+ y, ϕ(y) = −y を用いて,

Liw(z) = Liϕ(w)

(
z

z − 1

)
と表すこともできる.
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Theorem 5.3 (Hoffman の恒等式; Hoffman [H2]). インデックス k = (k1, . . . , kr) と

非負整数 nに対して,

ζ⋆≤n(k) :=
∑

0<n1≤···≤nr≤n

1

nk1
1 · · ·nkr

r

とする. このとき,

ζ⋆≤N (k∨) = −
∑

0<n1≤···≤nr≤N

1

nk1
1 · · ·nkr

r

(−N)nr

nr!

ここで, (x)n :=
∏n−1

k=0(x+ k)は Pochhammer記号である.

Proof. Landen 型接続公式の両辺に 1
1−z を掛けて zN の係数を比較することにより示さ

れる.

5.2 多重 Hurwitzゼータ値とその正規化

Definition 5.4 (多重 Hurwitzゼータ値). インデックス k = (k1, . . . , kr)と 0 ≤ tに対

して, 多重 Hurwitzゼータ値を

ζ(k; t) :=
∑

0≤n1<···<nr

1

(n1 + t)k1 · · · (nr + t)kr

ζ⋆(k; t) :=
∑

0≤n1≤···≤nr

1

(n1 + t)k1 · · · (nr + t)kr

多重ゼータ値の場合と全く同様に ζ(k; t) が調和関係式を満たすことが分かるので, 自

然に調和正規化が考えられる.

Proposition 5.5 (調和正規化多項式). w ∈ H1 に対して, 以下の条件を満たす T の多項

式 ζ∗(w; t;T )が一意に存在する.

(i) ζ∗(y; t;T ) = T +
∑

0≤n

(
1

n+t −
1

n+1

)
(ii) w ∈ H0 に対して, ζ∗(w; t;T ) = ζ(w; t)

(iii) w1, w2 ∈ H1 に対して, ζ∗(w1; t;T )ζ
∗(w2; t;T ) = ζ∗(w1 ∗ w2; t;T )

この ζ∗(w; t;T )を調和正規化多項式という.

ζ∗,⋆(yxk1−1 · · · yxkr−1; t;T ) := ζ∗(yxk1−1(x+ y)xk2−1 · · · (x+ y)xkr−1; t;T )

によって ζ∗,⋆ の方も定義する.

39



Proposition 5.6 (多重調和和の漸近展開). Hurwitz 型の多重調和和をインデックス

k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ<n(k; t) :=
∑

0≤n1<···<nr<n

1

(n1 + t)k1 · · · (nr + t)kr

によって定義する. このときある定数 0 < mがあって, N → ∞において

ζ<N (k; t) = ζ∗(k; t; ζ<N (1)) +O

(
ζ<N (1)m

N

)
が成り立つ.

これらの証明は多重ゼータ値の場合と全く同様であるから省略する.

Proposition 5.7 (antipode 関係式). 正整数 r とインデックス k = (k1, . . . , kr) に対

して,

r∑
i=0

(−1)r−iζ<n(k1, . . . , ki)ζ
⋆
<n(kr, . . . , ki+1) = 0

r∑
i=0

(−1)r−iζ⋆<n(k1, . . . , ki)ζ<n(kr, . . . , ki+1) = 0

が成り立つ. ここで, (k1, . . . , ki) は i = 0 のときに空インデックスに, (kr, . . . , ki+1) は

i = r のときに空インデックスを表すものとする.

Proof. 1つ目の式は,

ζ<n(k1, . . . , kr) =
∑

0<n1<···<nr<n

1

nk1
1 · · ·nkr

r

= ζ<n(k1, . . . , kr−1)ζ<n(kr)−
∑

0<n1<···<nr−1<n
0<nr≤nr−1

1

nk1
1 · · ·nkr

r

= ζ<n(k1, . . . , kr−1)ζ<n(kr)− ζ<n(k1, . . . , kr−2)ζ
⋆
<n(kr, kr−1)

−
∑

0<n1<···<nr−2<n
0<nr≤nr−1≤nr−2

1

nk1
1 · · ·nkr

r

= · · ·

=
r∑

i=0

(−1)r−iζ<n(k1, . . . , ki)ζ
⋆
<n(kr, . . . , ki+1) = 0

40



のように示される. 2つ目の式も全く同様である.

Proposition 5.8. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ⋆≤n(k) =
r∑

i=0

(−1)r−iζ⋆,∗(k1, . . . , ki;T )ζ
∗(kr, . . . , ki+1;n+ 1;T )

Proof. 0 < k < N を 0 < k ≤ nと n < k < N に分けることによって,

ζ⋆<N (k) =
r∑

i=0

ζ⋆≤n(k1, . . . , ki)ζ
⋆
<N−n−1(ki+1, . . . , kr;n+ 1)

の N → ∞の漸近展開を考えることによって,

ζ∗,⋆(k;T ) =
r∑

i=0

ζ⋆≤n(k1, . . . , ki)ζ
∗,⋆(ki+1, . . . , kr;n+ 1;T )

antipode関係式によって, これは

ζ⋆≤n(k) =

r∑
i=0

(−1)r−iζ⋆,∗(k1, . . . , ki;T )ζ
∗(kr, . . . , ki+1;n+ 1;T )

と書き直すことができる.

Proposition 5.9. T を定数としたとき, インデックス k と Im(t) → ±∞において, あ

る定数 0 < mが存在して,
ζ(k; t;T ) = O(lnm t)

が成り立つ.

Proof. kが許容インデックスの場合は 0に収束することと, ζ∗(1; t;T )が

ζ∗(1; t;T ) = O(ln t)

となることから分かる. これはディガンマ関数の漸近展開としてよく知られたものであ

る.

5.3 Kaneko-Xu-Yamamotoの定理

Theorem 5.10 (Kaneko-Xu-Yamamoto の定理; [KXY, Theorem 3.1]). k∨ =

(l1, . . . , ls)とする. C[[u]]における等式∑
0<n1<···<ns

1

nl1
1 · · ·nls

s

(u)ns

ns!
= −

r∑
i=0

(−1)r−iζ∗,⋆(k1, . . . , ki;T )ζ
∗(ki+1, . . . , kr; 1−u;T )
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が成立する.

Proof. uを 1より小さい実数とすると, 両辺は収束する.

π

sinπu

∑
0<n1<···<ns

1

nl1
1 · · ·nls

s

(u)ns

ns!
=

∫ 1

0

Li⋆k∨(t)tu−1(1− t)−u dt

=

∫ ∞

0

tu−1Li⋆k∨

(
t

1+t

)
1 + t

dt

= −
∫ ∞

0

tu−1Li⋆k(−t)

1 + t
dt

= −
∫ ∞

0

tu−1
∑
0≤n

ζ⋆≤n(k)(−t)n dt

ここで,

φ(s) :=
r∑

i=0

(−1)r−iζ⋆,∗(k1, . . . , ki;T )ζ
∗(ki+1, . . . , kr; 1 + s;T )

とすると, φ(n) = ζ⋆≤n(k)であり, 0 < δ < 1を取ると −δ < Re(s)において φ(s)は対数

関数の累乗程度で抑えられることから, Ramanujan’s master theoremの仮定を満たすの

で, 0 < Re(u) < δ において,∫ ∞

0

tu−1
∑
0≤n

ζ⋆≤n(k)(−t)n dt =
π

sinπu
φ(−u)

となる. ∑
0<n1<···<ns

1

nl1
1 · · ·nls

s

(u)ns

ns!
= −φ(−u)

の両辺は u = 0において正則なので, 等式が成り立つことが分かる.

5.4 多重調和和の線形独立性

Theorem 5.11 (多重調和和の線形独立性). 十分大きな N を固定する. インデックス

全体の集合を I として, 各 k ∈ I に対して複素数係数多項式 ck(t)があり, 有限個のイン

デックスを除いて ck = 0であるとする. 全ての N < nに対して,∑
k∈I

ck(n)ζ<n(k) = 0

が成り立っているとする. このとき, 全ての k ∈ I に対して, ck(n) = 0が成り立つ.
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Proof. ck 6= 0である最大の深さを r として, mを深さ最大の ck の次数の最大値とする.

(r,m)に関する二重帰納法を用いる. 深さが最大ではないインデックスにおいては ck に

有理関数も許すとして, ∑
k∈I

ck(n)ζ<n(k) = 0

ならば, ck(n) = 0が (r,m− 1)の場合に成り立っているする. (r,m)の場合を示す.∑
k∈I

ck(n)ζ<n(k) = 0

を n+1の場合と差を考えることにより, k = (k1, . . . , kr)に対して, k− := (k1, . . . , kr−1)

として

0 =
∑
k∈I

ck(n+ 1)ζ<n+1(k)−
∑
k∈I

ck(n)ζ<n(k)

=
∑
k∈I

(ck(n+ 1)− ck(n))ζ<n(k) +
∑
k∈I

ck(n+ 1)(ζ<n+1(k)− ζ<n(k))

=
∑
k∈I

(ck(n+ 1)− ck(n))ζ<n(k) +
∑

k∈I−{∅}

ck(n+ 1)ζ<n(k−)
1

nkr

=
∑
k∈I

(
ck(n+ 1)− ck(n) +

∑
0<h

c(k,h)(n+ 1)

nh

)
ζ<n(k)

である. 深さ rの kに対して, 多項式 ck(n+ 1)− ck(n)は ck より次数が 1小さいことか

ら, (r,m− 1)の場合に帰着しているので, 任意のインデックスに対して,

ck(n+ 1)− ck(n) +
∑
0<h

c(k,h)(n+ 1)

nh
= 0

であることが分かる. kが深さ r のとき,

ck(n+ 1)− ck(n) = 0

であり, 多項式であるから ck は定数である. kが深さ r − 1のとき,

ck(n+ 1)− ck(n) +
∑
0<h

c(k,h)(n+ 1)

nh
= 0

である. c(k,h) は定数であるが, これらのどれか 1つが 0でないとすると, ck は漸化式か

ら有理関数ではありえない. よって, 全ての深さ r のインデックス (k, h)に対する c(k,h)

が 0であることが分かり, 深さ r − 1の kに対する.

ck(n+ 1)− ck(n) = 0
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を得る. よって ck は定数である. 次に深さ r − 2の場合を考えることにより, 全く同様の

議論により深さ r − 1の k に対して ck = 0が分かり, この操作を深さ 0になるまで繰り

返すことにより, 深さ 1以上の全てのインデックスに対して, ck = 0であることが分かる.

よって, 最後に差を考える前の式から

c∅ = 0

が分かるから, (r,m)の場合が示された. 次に任意の 0 ≤ mに対して, (r − 1,m)が成り

立っているときに (r, 0)が成り立つことを示す. 先ほどと同様に,

∑
k∈I

(
ck(n+ 1)− ck(n) +

∑
0<h

c(k,h)(n+ 1)

nh

)
ζ<n(k) = 0

を考えると, 仮定より深さ r のインデックス kに対する ck は全て定数であるから,

ck(n+ 1)− ck(n) = 0

である. よって, 上の式の係数が 0でない最大の深さは r− 1であるから, 分母を払うこと

によりあるmに対する (r− 1,m)の場合に帰着している. よって, 先ほどの議論と全く同

様に, (r, 0)の場合にも全てのインデックスに対して ck = 0が示される.

この多重調和和の線形独立性は, 言い換えると, 任意の N に対して, H1 から複素数の無

限個の直積へ写像
w 7→ (ζ<N (w), ζ<N+1(w), ζ<N+2(w), . . . )

が単射であることを示している. これを簡潔に, nを変数としたとき

w 7→ ζn(w)

が単射であるという.

5.5 Hopf代数構造

Proposition 5.12 (Hopf 代数構造). H1 は次のようにして Q 上の Hopf 代数構造が

入る.

(i) 積を調和積 ∗とする.

(ii) 単位射は埋め込み Q → H1 で与える.
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(iii) 余積は

∆∗(zk1
· · · zkr

) :=
r∑

i=0

zk1
· · · zki

⊗ zki+1
· · · zkr

で定める.

(iv) x, y の多項式としての定数項を与える写像として余単位射を与える.

(v) antipodeは

S∗(zk1 · · · zkr ) := (−1)ryxkr−1(x+ y)xkr−1−1 · · · (x+ y)xk1−1

として定める.

Proof. w1, w2 ∈ H1 に対して,

∆∗(w1) ∗∆∗(w2) = ∆∗(w1 ∗ w2)

であることと, S2 が恒等写像であることから,

r∑
i=0

zk1 · · · zki ∗ S(zki+1 · · · zkr ) = 0

を示せば十分である.

1つ目の式を示す. まず, ∑
−n<n1<···<nr<m

ni ̸=0

1

|n1|k1 · · · |nr|kr

を考えるとこれは多重調和和の場合と全く同様に調和関係式を満たすことが分かる. 一方,

n,mを独立な変数としたとき,

w1 ⊗ w2 → ζ<n(w1)ζ<m(w2)

が単射であることと,

∑
−n<n1<···<nr<m

ni ̸=0

1

|n1|k1 · · · |nr|kr
=

r∑
i=0

ζ<n(k1, . . . , ki)ζ<m(kr, . . . , ki+1)

であることから, 示される. 2つ目の式は, 多重調和和の antipode関係式

r∑
i=0

(−1)r−iζ<n(k1, . . . , ki)ζ
⋆
<n(kr, . . . , ki+1) = 0
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を調和積で展開すると,

r∑
i=0

ζ<n((k1, . . . , ki) ∗ S∗(ki+1, . . . , kr)) = 0

と書けることから w 7→ ζ<n(w)の単射性より従う.

5.6 Kawashima関係式

Definition 5.13. Kawashima関数を

ζK(k; t) :=
r∑

i=0

(−1)r−iζ∗(k1, . . . , ki;T )ζ
∗,⋆(kr, . . . , ki+1; t;T )

によって定義する.

Theorem 5.14 (Kawashima関係式; Kawashima [K]). 以下の結果が成り立つ.

1. インデックス k, lに対して, 調和関係式

ζK(k; t)ζK(l; t) = ζK(k ∗ l; t)

が成り立つ.

2. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,∑
0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

(t)nr

nr!
= ζK(ϕ(k); 1− t)

ここで, ϕは ϕ(x) = x+ y, ϕ(y) = −y によって定まる H1 上の同型である.

Proof. (i)は H1 の Hopf代数構造より, ζ∗(k;T )と (−1)dep(k)ζ∗,⋆(k; t;T )が調和関係式

を満たすことから分かる. (ii)は Kaneko-Xu-Yamamotoの定理より,

yxk1−1(y + x)xk2−1 · · · (y + x)xkr−1

に対して成り立っていることが分かり, それらが H1 を生成することから従う.

Kawashima関数は tのべき級数と考えたときに定数項がない, よって調和関係式の tの

係数を比較することによって,
ζK(k ∗ l; 1− t)

の 1 次の係数が 0 であることが分かる. (ii) を用いて係数を多重ゼータ値で表すことに

よって以下を得る.
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Corollary 5.15 (Kawashima関係式の線形部分; [K]). w1, w2 ∈ H1, w1, w2 /∈ Qとする
とき,

ζ(ϕ(w1 ∗ w2)x) = 0

が成り立つ.

Kawashima 関係式の線形部分は非常に美しい形をしており, 多くの重要な関係式族を

含む.

Proposition 5.16. 導分関係式は Kawashima関係式の線形部分に含まれる.

Proof. H1 に対して,
∂n(wx) = −ϕ(ϕ(w) ∗ zn)x

であることから分かる.

Proposition 5.17. 双対性は Kawashima関係式の線形部分に含まれる.

Proof. antipode関係式

r∑
i=0

zk1
· · · zki

∗ S∗(zki+1
· · · zkr

)

より, Kawashima関係式の線形部分から,

ζ(ϕ(zk1 · · · zkr )x) + ζ(ϕ(S∗(zk1 · · · zkr ))x)

=

r∑
i=0

ζ(ϕ(zk1 · · · zki ∗ S∗(zki+1 · · · zkr ))x) = 0

だから,

ζ((−y)(x+ y)k1−1 · · · (−y)(x+ y)kr−1x)

= (−1)rζ(y(x+ y)kr−1x(x+ y)kr−1−1 · · ·x(x+ y)k1−1x)

が得られる. これは,
ζ((1− τ)(ϕ(yxk1−1 · · · yxkr−1)x) = 0

と表すことができ, ϕは H1 の同型だから, 双対性が従う.
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6 巡回和公式

6.1 巡回同値類

Definition 6.1. インデックスに対して, 同値関係 ∼を

(k1, . . . , kr) ∼ (k2, . . . , kr, k1)

によって生成されるものとする. k ∼ lのとき k と lは巡回同値であるという. k と巡回

同値なインデックス全体の集合を kの巡回同値類という. また, 集合 αはあるインデック

ス k の巡回同値類になっているとき, 単に巡回同値類という. αに含まれるインデックス

の深さは一定なので, それを巡回同値類 αの深さという.

6.2 巡回和公式

Proposition 6.2. インデックス kに対して,

Z(k1, . . . , kr) :=
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

n1

nr − n1

と定義する. このとき, 全ての成分が 1であるインデックスを除いて Z(k)は収束する.

Proof. ki > 1であるとする.

Z(k1, . . . , kr) ≤ Z({1}i−1, 2, {1}r−i)

≤ Z(2, {1}r−1)

= ζ({1}r−1, 2) + Z({1}r−1, 2)

ここで, 最後の等号には部分分数分解

1

n1(nr − n1)
=

1

nr

(
1

n1
+

1

nr − n1

)
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を用いた.

Z({1}m, 2) =
∑

0<n1<···<nm<nm+1

1

n2 · · ·nmn2
m+1

1

nm+1 − n1

≤
∑

0<n2<···<nm<nm+1

0<n1<nm+1

1

n2 · · ·nmn2
m+1

1

nm+1 − n1

=
∑

0<n2<···<nm<nm+1

0<n1<nm+1

1

n2 · · ·nmn2
m+1

1

n1

より和は収束することが分かる.

以下の証明は本質的に Hoffman-Ohno [HO]による証明である.

Theorem 6.3 (巡回和公式; Hoffman-Ohno [HO]). α を 1 でない成分を持つインデッ

クスを含む巡回同値類として, その深さを r としたとき,

∑
k∈α

kr−2∑
i=0

ζ(i+ 1, k1, . . . , kr−1, kr − i) =
∑
k∈α

ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)

が成り立つ.

Proof. 部分分数分解により,

Z(k1, . . . , kr−1, kr + 1) = Z(k1 + 1, k2, . . . , kr)− ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)

が得られる. また,

∑
n<a

1

a(a−m)
=

1

m

∑
n<a

(
1

a−m
− 1

a

)
=

1

m

∑
n−m<a≤n

1

a

=
1

m

( ∑
0<a<m

1

n− a
+

1

n

)

であることをm = n1, n = nr として用いると,

Z(k1, . . . , kr, 1) = Z(1, k1, . . . , kr) + ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)
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が得られる. これを Z(k1, . . . , kr, 1)から初めて繰り返し用いることによって,

Z(k1, . . . , kr, 1)− Z(kr, k1, . . . , kr−1, 1)

= ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)−
kr−2∑
i=0

ζ(i+ 1, k1, . . . , kr−1, kr − i)

これを巡回同値類 α に含まれるインデックスに対して足し合わせると, 左辺は打ち消し

合って 0になることから定理が示される.

αを {2}n の巡回同値類とすると,

ζ(1, {2}n) = ζ({2}n−1, 3)

を得る. これは双対性から従う等式である. αを {3}n の同値類とすると,

ζ(1, {3}n) + ζ(2, {3}n−1, 2) = ζ({3}n−1, 4)

となる. 重さ k, 深さ r の全ての巡回同値類に関する巡回和公式を足し合わせると,∑
k∈I0(k+1,r+1)

ζ(k) =
∑

k∈I0(k+1,r)

ζ(k)

が得られるが, k → k − 1として, これを r − 1, r − 2, . . . でも同様のことを行うと,∑
k∈I0(k,r)

ζ(k) =
∑

k∈I0(k,r−1)

ζ(k) = · · · =
∑

k∈I0(k,1)

ζ(k) = ζ(k)

となって和公式が得られる. つまり巡回和公式は和公式を含んでいるということになる.

7 重み付き和公式と制限付き和公式

7.1 重み付き和の複シャッフル関係式

Definition 7.1. 複素数 u1, . . . , ur に対して, 重み付き和を以下のように定義する.

Zk(u1, . . . , ur) :=
∑

k∈I0(k,r)

uk1−1
1 · · ·ukr−1

r ζ(k)

Zx
k (u1, . . . , ur) :=

∑
k∈I(k,r)

uk1−1
1 · · ·ukr−1

r ζx(k)

Z∗
k(u1, . . . , ur) :=

∑
k∈I(k,r)

uk1−1
1 · · ·ukr−1

r ζ∗(k)
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その母関数を,

Z(u1, . . . , ur) :=
∑
r≤k

Zk(u1, . . . , ur)t
k−r

Zx(u1, . . . , ur) :=
∑
r≤k

Zx
k (u1, . . . , ur)t

k−r

Z∗(u1, . . . , ur) :=
∑
r≤k

Z∗
k(u1, . . . , ur)t

k−r

によって定義する. 各複素数 uに対して対応する変数 xu からなる複素数係数の非可換多

項式環 Iを考えて,
Z(xu1

· · ·xur
) = Z(u1, . . . , ur)

のように上で定義した和を Iで定義されているものと見なす.

定義から,

Z(u1, . . . , ur) = Zx(u1, . . . , ur)− Zx(u1, . . . , ur−1, 0)

= Z∗(u1, . . . , ur)− Z∗(u1, . . . , ur−1, 0)

であることが分かる.

Definition 7.2 (シャッフル積). w1, w2, w ∈ Iと u1, u2 ∈ Cに対して,

w x 1I = 1I x w = w

w1xu1
x w2xu2

= (w1xu1
x w2)xu2

+ (w1 x w2xu2
)xu1

によって双線形に I における積 x を定義する. また, w1, w2, w ∈ I と u1, u2 ∈ C に対
して,

w xδ 1I = 1I xδ w = w

w1xu1
xδ w2xu2

= (w1xu1
xδ w2 + w1 xδ w2xu2

)xu1+u2

によって双線形に Iにおける積 xδ を定義する. Iにおける写像 δ を

δ(xu1
· · ·xur

) := xu1
xu1+u2

· · ·xu1+···+ur

によって定めると, w1, w2 ∈ I

δ(w1)xδ δ(w2) = δ(w1 x w2)

が成り立つことが分かる.
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Theorem 7.3 (シャッフル関係式). w1, w2 ∈ Iに対して,

Zx(w1)Z(w2) = Zx(w1 xδ w2)

が成り立つ.

Proof. Zx の定義における ζx(k)を Lik(z)に置き換えたものを

Zx(u1, . . . , ur; z)

と表すことにする.

Zx(δ(xu1
· · ·xur

); z)

=
∑
r≤k

tk−r
∑

k∈I(k,r)

uk1−1
1 (u1 + u2)

k2−1 · · · (u1 + · · ·+ ur)
kr−1Lik(z)

=
∑

0<n1<···<nr

1

(n1 − u1t)(n2 − (u1 + u2)t) · · · (nr − (u1 + · · ·+ ur)t)
znr

= z(u1+···+ur)t

∫
0<s1<···<sr<z

t−u1
1

1− t1
dt1 · · ·

t−ur
r

1− tr
dtr

これより, 多重ゼータ値のシャッフル関係式のときと全く同様に, w1, w2 ∈ Iに対して,

Zx(δ(w1); z)Z
x(δ(w2); z) = Zx(δ(w1 x w2); z)

が得られる. z → 1における漸近展開の定数項を考えることによって,

Zx(w1)Z
x(w2) = Zx(w1 xδ w2)

を得る.

上の証明から, tu−1dt
1−t に対応する文字を au と書くことにすると, 正規化した反復積分 I

を用いて
Zx(δ(xu1 · · ·xur )) = I(a1−u1 · · · a1−ur )

と書けることが分かる. ここで反復積分の正規化は, z → 1における漸近展開が

Iz(w) = I(w; Li1(z)) +O((1− z)Li1(z)
m)

となるような I(w;T )の定数項 I(w) := I(w; 0)として定義される.
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Definition 7.4 (調和積). 複素数 u1, u2 に対して,

xu1
� xu2

:=
1

(u1 − u2)t
(xu1

− xu2
)

とする. w1, w2, w ∈ Iに対して,

w ∗δ 1I = 1I ∗δ w = w

w1xu1
∗δ w2xu2

= (w1xu1
∗δ w2)xu2

+ (w1 ∗δ w2xu2
)xu1

+ (w1 ∗δ w2)(xu1
� xu2

)

によって双線形に Iにおける積を定義する.

u1 = u2 の場合は積を定義できないが, u1 6= u2 として関係式を得てから u1 → u2 と近

づけるという方法を用いることができる. u1 = u2 の場合の xu1 � xu2 という記号はその

意味で用いることにする.

Theorem 7.5 (調和関係式). w1, w2 ∈ Iに対して,

Z∗(w1)Z
∗(w2) = Z∗(w1 ∗δ w2)

が成り立つ.

Proof. Z∗ の定義における ζ(k)を ζ<n(k)に置き換えたものを,

Z∗
<n(u1, . . . , ur)

と表すことにする.

Z∗
<n(u1, . . . , ur)

=
∑
r≤k

tk−r
∑

k∈I(k,r)

uk1−1
1 uk2−1

2 · · ·ukr−1
r ζ<n(k)

=
∑

0<n1<···<nr<n

1

(n1 − u1t)(n2 − u2t) · · · (nr − urt)

だから,
1

(n− u1t)(n− u2t)
=

1

(u1 − u2)t

(
1

n− u1t
− 1

n− u2t

)
であることを考えれば多重ゼータ値の調和関係式の場合と全く同様に, w1, w2 ∈ I に対

して,
Z∗
<n(w1)Z

∗
<n(w2) = Z∗

<n(w1 ∗δ w2)
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が成り立つことが分かる. n → ∞として漸近展開の定数項を考えることによって定理が
示される.

Proposition 7.6. 以下の関係式が成り立つ.

Zx(u1, . . . , ur) =
r−1∑
h=0

(−1)h
∑

0≤e0,...,er−h

|e|=h

Z({0}e0 , {u1}e1+1, . . . , {ur−h}er−h+1)

Z∗
k(u1, . . . , ur) =

r∑
h=0

ζ∗({1}h)Zx
k−h(u1, . . . , ur−h)

Proof. 1つ目の式は,

I(au1
· · · aur

) =
r−1∑
h=0

I(au1
· · · aur−h−1

(aur−h
− y)yh)

と

I(au1 · · · aur−h−1
(aur−h

− y)yh) = (−1)hI((au1 · · · aur−h−1
x yh)(aur−h

− y))

を用いることによって示される. 2つ目の等式は許容インデックス kに対して正規化定理

から得られる等式である

ζ∗(k, {1}n) =
n∑

k=0

ζx(k, {1}k)ζ∗({1}n−k)

を用いることによって示される.

深さ 2の場合の例を挙げると,

Zx(u, v) = Z(u, v)− Z(0, u)− Z(u, u)

となる.

7.2 深さ 2の制限付き和公式と重み付き和公式

深さ 1の場合の重み付き和は

Z(u) = Zx(u) = Z∗(u)

となって一致することが分かる. 次に深さ 2の重み付き和の間にどのような関係式が成り

立っているのかを見ていきたい.
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Proposition 7.7. 複素数 u, v に対して, 以下の等式が成り立つ.

Z(u, u+ v) + Z(v, u+ v) = Z(u, v) + Z(v, u) + Z(u � v)− ζ(2)

Proof. 複シャッフル関係式により,

Zx(u)Zx(v) = Zx(u, u+ v) + Zx(v, u+ v)

= Z(u, u+ v) + Z(v, u+ v)− Z(0, u)− Z(0, v)− Z(u, u)− Z(v, v)

Z∗(u)Z∗(v) = Z∗(u, v) + Z∗(v, u) + Z∗(u � v)
= Zx(u, v) + Zx(v, u) + Z(u � v)− ζ(2)

= Z(u, v) + Z(v, u) + Z(u � v)− Z(0, u)− Z(0, v)− Z(u, u)− Z(v, v)

よってこの 2つの差を考えることによって示される.

u = 1, v = −1を代入すると,

Z(1,−1) + Z(−1, 1) + Z(1 � (−1))− ζ(2) = 0

を得る. この tk−2 の係数を比較して,

∑
k∈I(k,2)

((−1)k1−1 + (−1)k2−1)ζ(k1, k2) = −1− (−1)k−1

2
ζ(k)

が得られ, k = 2nとして, ∑
k∈I(2n,2)

(−1)k1ζ(k1, k2) =
1

2
ζ(2n)

これと深さ 2の和公式を合わせて以下が得られる.

Corollary 7.8 (Gangl-Kaneko-Zagier の制限付き和公式 [GKZ]). 正整数 1 < n に対

して,

n−1∑
k=1

ζ(2k, 2n− 2k) =
3

4
ζ(2n)

n−1∑
k=1

ζ(2k − 1, 2n− 2k + 1) =
1

4
ζ(2n)

が成り立つ.
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u = v = 1を代入すると,

2Z(1, 2) = 2Z(1, 1) + Z(1 � 1)− ζ(2)

となる. ここで, 調和積から考えると

Z(1 � 1) =
∑
0<n

1

(n− t)2

となることが分かる. よって tk−2 の係数を比較して以下を得る.

Corollary 7.9 (Ohno-Zudilinの重み付き和公式 [OZ, Theorem 3]). 3 ≤ k に対して,∑
k∈I0(k,2)

2k2ζ(k1, k2) = (k + 1)ζ(k)

7.3 Machideの重み付き和公式とその一般化

この項では, Machide [M1, M2]によって示された重み付き和公式 (4 < k)

∑
k∈I0(k,3)

2k2(3k3−1 − 1)ζ(k1, k2, k3) =
(k − 1)(k + 4)

6
ζ(k)

∑
k∈I0(k,4)

2k2+k4−1(3k32k4−1 − 3k3 − 1)ζ(k1, k2, k3, k4) =
(k + 1)(k2 + 5k − 18)

24
ζ(k)

の一般化を示す.

Definition 7.10 (階段数列). 0 < s1, . . . , sr−1, 0 ≤ sr, s1 = 1, |si+1 − si| = 1であるよ

うな長さ r の数列 (s1, . . . , sr)を階段数列という. 長さ r の階段数列全体を Sr で表す.

具体例を挙げると, 長さ 3の階段数列は

(1, 2, 3), (1, 2, 1)

の 2つであり, 長さ 4の階段数列は

(1, 2, 3, 4), (1, 2, 3, 2), (1, 2, 1, 2), (1, 2, 1, 0)

の 4つである.
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Definition 7.11. B2k := (x1x0)
k, B2k+1 := (x1x0)

kx1 として, 0 < n ≤ r, 0 ≤ j ≤ r

に対して,

Sr,n,j :=
∑

k∈I(r,n)
ki=1mod 2, 0<i≤j
ki=0mod 2, j<i≤r

Bk1 xδ · · ·xδ Bkn

と定義する.

Proposition 7.12. 0 < n ≤ r に対して, 以下の等式が成り立つ.

∑
k∈I(r,n)

Bk1
xδ · · ·xδ Bkr

=
n∑

j=0

(
n

j

)
Sr,n,j

Proof. ∑
k∈I(r,n)

Bk1 xδ · · ·xδ Bkr

において現れるインデックスの成分のうち, j 個が奇数であるもの全体の和が(
n

j

)
Sr,n,j

となることから従う.

Proposition 7.13. 0 < n ≤ r, 0 ≤ j ≤ r に対して, 以下の漸化式が成り立つ.

Sr,n,j = (j(Sr−1,n,j−1 + Sr−1,n−1,j−1) + (n− j)Sr−1,n,j+1)xj
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Proof. xδ の計算により,

Sr,n,j =
∑

k∈I(r,n)
ki=1mod 2, 0<i≤j
ki=0mod 2, j<i≤r

Bk1
xδ · · ·xδ Bkn

=


r∑

l=1

∑
k∈I(r,n)

ki=1mod 2, 0<i≤j
ki=0mod 2, j<i≤r

Bk1
xδ · · ·xδ Bkl−1 xδ · · ·xδ Bkn

xj

=


j∑

l=1

∑
k∈I(r,n)

ki=1mod 2, 0<i≤j
ki=0mod 2, j<i≤r

kl=1

Bk1
xδ · · ·xδ Bkl−1 xδ · · ·xδ Bkn


xj

+


j∑

l=1

∑
k∈I(r,n)

ki=1mod 2, 0<i≤j
ki=0mod 2, j<i≤r

kl ̸=1

Bk1
xδ · · ·xδ Bkl−1 xδ · · ·xδ Bkn


xj

+


r∑

l=j+1

∑
k∈I(r,n)

ki=1mod 2, 0<i≤j
ki=0mod 2, j<i≤r

Bk1
xδ · · ·xδ Bkl−1 xδ · · ·xδ Bkn

xj

= (jSr−1,n−1,j−1 + jSr−1,n,j−1 + (n− j)Sr−1,n,j+1)uj

と示される.

Theorem 7.14. 0 ≤ j ≤ r に対して, 以下の等式が成り立つ.

r∑
n=1

(−1)n−1

n

(
n

j

)
Sr,n,j = (−1)r−1

∑
n∈Sr,nr=j

(−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1xn1
· · ·xnr

Proof. r に関する帰納法で示す. r = 1のときは明らか. r − 1まで成立するとする. 一つ
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前の命題より,

r∑
n=1

(−1)n−1

n

(
n

j

)
Sr,n,j

=

r∑
n=1

(−1)n−1

n

(
n

j

)
(j(Sr−1,n,j−1 + Sr−1,n−1,j−1) + (n− j)Sr−1,n,j+1)xj

=
r∑

n=1

(−1)n−1

(
n− 1

j − 1

)
(Sr−1,n,j−1 + Sr−1,n−1,j−1)xj

+
r∑

n=1

(−1)n−1

(
n− 1

j

)
Sr−1,n,j+1xj

=

r∑
n=1

(−1)n−1

((
n− 1

j − 1

)
−
(

n

j − 1

))
Sr−1,n,j−1xj

+ (j + 1)
r∑

n=1

(−1)n−1

n

(
n

j + 1

)
Sr−1,n,j+1xj

= −
r∑

n=1

(−1)n−1

(
n− 1

j − 2

)
Sr−1,n,j−1xj

+ (j + 1)
r∑

n=1

(−1)n−1

n

(
n

j + 1

)
Sr−1,n,j+1xj

= (−1)r−1


∑
n∈Sr

nr−1=j−1
nr=j

+
∑
n∈Sr

nr−1=j+1
nr=j

 (−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1xn1
· · ·xnr

= (−1)r−1
∑

n∈Sr,nr=j

(−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1xn1 · · ·xnr

j = 0から j = r まで足し合わせることにより, 以下の等式を得る.

Corollary 7.15. 以下の等式が成り立つ.

r∑
n=1

(−1)n−1

n

∑
k∈I(r,n)

Bk1
xδ · · ·xδ Bkn

= (−1)r−1
∑
n∈Sr

(−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1xn1
· · ·xnr
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Proposition 7.16. C[[t, v]]において, 以下の等式が成り立つ.

∑
0<r

(−1)r−1Zx(Br)v
r = 1−

∏
0<n

n2 − (t+ 2v)n+ tv

(n− t)(n− 2v)

Proof. まず,

(x0 + x1)
r−1(x1 − x0) =

r∑
i=0

(−1)r−i−1Br−i xδ x
i
0

であることが,

B2m xδ x
h
0 =

∑
0≤e0,...,e2m

|e|=h

xe0
0 xe1+1

1 xe2+1
0 · · ·xe2m−1+1

1 xe2m+1
0

B2m+1 xδ x
h
0 =

∑
0≤e0,...,e2m+1

|e|=h

xe0
0 xe1+1

1 xe2+1
0 · · ·xe2m−1+1

1 xe2m+1
0 x

e2m+1+1
1

であることから分かる. よって,

(−1)r−1Zx(Br) = Zx((x0 + x1)
r−1(x1 − x0))

であり,

Zx
k ((x0 + x1)

r−1(x1 − x0)) =
∑

k∈I0(k,r)

ζ(k)
r∏

i=1

(1 + δki,1)

=
∑

k∈I0(k,r)

2r−ht(k)ζ(k)

だから, Ohno-Zagierの関係式より,

∑
0<r

(−1)r−1Zx(Br)v
r =

∑
0<k,r

 ∑
k∈I0(k,r)

2r−ht(k)ζ(k)

 tk−rvr

= 1−
∏
0<n

n2 − (t+ 2v)n+ tv

(n− t)(n− 2v)

が示される.

Theorem 7.17. 0 < r < k に対して, 以下の等式が成り立つ.

∑
n∈Sr

(−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1Zk(n1, . . . , nr) =
1

r

r−1∑
i=0

(
k − i− 1

r − i− 1

)(
r

i

)
ζ(k)
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Proof.
Z(u1, . . . , ur) = Zx(u1, . . . , ur)− Zx(u1, . . . , ur−1, 0)

であることから,∑
0<r

vr
∑
n∈Sr

(−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1Z(n1, . . . , nr)

=
∑
0<r

vr
∑
n∈Sr

(−1)
r−nr

2 n1 · · ·nr−1Z
x(n1, . . . , nr)

=
∑
0<r

vr
r∑

n=1

1

n

∑
k∈I(r,n)

(−1)k1−1Zx(Bk1
) · · · (−1)kr−1Zx(Bkn

)

=
∑
0<n

1

n

(
1−

∏
0<k

k2 − (t+ 2v)k + tv

(k − t)(k − 2v)

)n

= − ln
∏
0<n

n2 − (t+ 2v)n+ tv

(n− t)(n− 2v)

= −
∑
0<n

(
ln

(
1− v

n

(
1 +

1

1− t
n

))
− ln

(
1− 2v

n

))
=
∑
0<r

vr

r

∑
0<n

1

nr

((
1 +

1

1− t
n

)r

− 2r
)

=
∑
0<r

vr

r

∑
0<n

1

nr

r∑
i=0

(
r

i

)((
1− t

n

)i−r

− 1

)

=
∑

0<r<k

vr

r
tk−r

∑
0<n

1

nk

r∑
i=0

(
r

i

)(
k − i− 1

r − i− 1

)
より, vrtk−r の係数を比較して定理を得る.

r = 3, 4とすると, 以下を得る.

Corollary 7.18 (Machide の重み付き和公式 [M1, M2]). 4 < k において, 以下が成り

立つ. ∑
k∈I0(k,3)

2k2(3k3−1 − 1)ζ(k1, k2, k3) =
(k − 1)(k + 4)

6
ζ(k)

∑
k∈I0(k,4)

2k2+k4−1(3k32k4−1 − 3k3 − 1)ζ(k1, k2, k3, k4) =
(k + 1)(k2 + 5k − 18)

24
ζ(k)

61



階段数列の中で nr = j なもの全体に制限しても, Sr,n,j を用いた表示によって Zx の和

が Riemannゼータ値で書けることが分かるが, 具体的にいい感じの明示式が得られるか

どうかはまだ分かっていない.

7.4 特別な形の制限付き和公式

この項では, ∑
k∈I(k,r)

ζ(2k1 − 1, 1, 2k2 − 1, 1, . . . , 1, 2kr−1 − 1, 1, 2kr)

が π2k の有理数倍になっていることを示す.

Proposition 7.19 (Borwein-Bradley-Broadhurst-Lisonek [BBBL, Proposition 1]).

(yx)n x (yx)m に現れる単項式で x2 をちょうど j 個含むものの係数を 1にして全て足し

合わせたものを Tn+m,k とするとき, 非負整数 n,mに対して,

(yx)n x (yx)m =

min(n,m)∑
k=0

4k
(
n+m− 2k

n− k

)
Tn+m,k

が成り立つ.

Proof. Tn+m,k の中の 1つの単項式 w を固定する. w に x2 が k 個含まれているとき, 両

隣が xではないような単独の xは n+m− 2k 個であり, このうち n− k 個の xが (yx)n

の方から来ており, m − k 個の xが (yx)m の方から来ているものである. よって w の単

独の xがどちらから来ているかを考えることによって,
(
n+m−2k

n−k

)
通りの場合がある. そ

して, x2 の部分はどちらから来た xが先になっているかによって 2通りあり, y2 の部分

も全く同様に 2 通りの場合がある. よって x, y 合わせてこれらの部分は 2k 個あるから,

22k = 4k 通りの場合がある. これらによって単独の y がどちらから来たかは一意に定ま

るので, (yx)n x (yx)m の中の wの係数は 4k
(
n+m−2k

n−k

)
で与えられる.

(yx)n x (yx)m に現れる単項式は BBBL型インデックスと対応している.

Corollary 7.20. xy, yx によって生成される次数 2n のモニックな単項式の集合を Ln

とする.

n∑
k=0

x(yx)k x (yx)n−k = 2n
∑

w∈Lnx

w
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Proof. まず,

n∑
k=0

(yx)k x (yx)n−k =
n∑

k=0

min(k,n−k)∑
j=0

4j
(
n− 2j

k − j

)
Tn,k

= 2n
n∑

j=0

Tn,j = 2n
∑

w∈yLn−1x

w

が成り立つ. nを n+ 1に置き換えて,

n+1∑
k=0

(yx)k x (yx)n−k+1 = 2y
n∑

k=0

x(yx)k x (yx)n−k

より示される.

x 7→ x−1, y 7→ x1 と置き換えてから, δ を用いて xを xδ に変換することによって, 以

下を得る.

Corollary 7.21. 以下の等式が成り立つ.

r∑
k=0

x1(x0x1)
i xδ (x−1x0)

r−i = 2r((x1 + x−1)x0)
rx1

これを x1 と x−1 を入れ替えて差を考えることによって

r∑
k=0

x1(x0x1)
i xδ (x−1x0)

r−i −
r∑

i=0

x−1(x0x−1)
i xδ (x1x0)

i

= 2r((x1 + x−1)x0)
r(x1 − x−1)

を得る. Zx(−u1, . . . ,−ur)は Zx(u1, . . . , ur)の tを −tに置き換えたものとして計算で

きる. Bk を Bk の x1 を x−1 に置き換えたものとする.

Theorem 7.22. C[[u, v]]における等式∑
0<r≤k

u2k−2r+1v2r−1
∑

k∈I(k,r)

ζ(2k1 − 1, 1, 2k2 − 1, 1, . . . , 1, 2kr−1 − 1, 1, 2kr)

=
cosπu cosπv − cosπ

√
u2 + v2

sinπu sinπv

が成り立つ.
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Proof. まず,

∑
0≤r

Zx(Br)
(v
2

)r
=
∏
0<n

(
n− t−v−

√
t2+v2

2

)(
n− t−v+

√
t2+v2

2

)
(n− t)(n+ v)

と表せるから,

∑
0≤r

(v
2

)r r∑
i=0

(−1)r−iZx(Bi)Z
x(Br−i)

=
∏
0<n

(
n2 −

(
t−v−

√
t2+v2

2

)2)(
n2 −

(
t−v+

√
t2+v2

2

)2)
(n2 − t2)(n2 − v2)

= −2
sinπ

(
t−v−

√
t2+v2

2

)
sinπ

(
t−v+

√
t2+v2

2

)
sinπt sinπv

両辺の v に関して奇数次の項だけを取り出すことにより,

∑
0<v

v2r−1Z(((x1 + x−1)x0)
r(x1 − x−1)) =

cosπt cosπv − cosπ
√
t2 + v2

sinπt sinπv

t 7→ uとして左辺を uに関して展開することによって定理を得る.
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