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1 補間多重ゼータ値の導入

1.1 補間多重ゼータ値

Definition 1.1 (Hoffman代数). 有理数係数の x, yからなる非可換多項式環をHoffman

代数という. これを Hと表す. H1 := Q+ yH,H0 := Q+ yHxと定義する.

ζ(yxk1−1 · · · yxkr−1) := ζ(k1, . . . , kr) =
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

で多重ゼータ値を表すものとする.

Definition 1.2 (補間多重ゼータ値). 複素数 tと許容インデックス k = (k1, . . . , kr)に

対して,

ζt(yxk1−1 · · · yxkr−1) := ζ(yxk1−1(y + tx)xk2−1 · · · (y + tx)xkr−1)

と定義する. H1 の写像を

St(yxk1−1 · · · yxkr−1) := yxk1−1(y + tx)xk2−1 · · · (y + tx)xkr−1

で定め, S := S1 とする. また, ζ♯ を

ζ♯(w) := 2dep(w)ζ
1
2 (w)

によって定める.

具体例を挙げると,

ζt(1, 2, 3) = ζ(1, 2, 3) + tζ(3, 3) + tζ(1, 5) + t2ζ(6)

ζ♯(1, 2, 3) = 8ζ(1, 2, 3) + 4ζ(3, 3) + 4ζ(1, 5) + 2ζ(6)
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のようになる. 定義から
ζt(w) = ζ(St(w))

であることが分かる. 縮約インデックスの記法を用いると,

ζt(k) =
∑
l⪯k

ζ(l)tdep(k)−dep(l)

と書くことができる. 写像 St は

St1 ◦ St2 = St1+t2

を満たすことが分かる. H1[t]上の同型写像 St
1 を St

1(x) = x, St
1(y) = y + txで定めると,

yw ∈ H1[t]に対して,
St(yw) = ySt

1(w)

と表すことができる.

2 t和公式と t巡回和公式

2.1 t和公式

Proposition 2.1. 自然数 0 < k に対して, 以下の等式が成り立つ.

St(yk−1x) = y(y + tx)k−2x =
k−1∑
r=1

tk−r−1
∑

k∈I0(k,r)

yxk1−1 · · · yxkr−1

Proof. y(y + tx)k−2xの tk−r−1 の係数は, y(y + x)k−2xの y + xから y を r − 1個選ん

だもの全体の和となることから分かる.

Proposition 2.2.

ζt(yk−1x) = ζ(k)
k−1∑
r=1

tk−r−1

Proof. 上の命題と和公式を用いて,

ζt(yk−1x) =

k−1∑
r=1

tk−r−1
∑

k∈I0(k,r)

ζ(yxk1−1 · · · yxkr−1) = ζ(k)

k−1∑
r=1

tk−r−1

を得る.
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Theorem 2.3 (t和公式; Yamamoto [Y, Theorem 1.1]). I0(k, r)で重さ k, 深さ rの許

容インデックス全体の集合を表すとする. このとき, r < k に対して,

∑
k∈I0(k,r)

ζt(k) :=

r−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
tj(1− t)r−1−jζ(k)

が成り立つ.

Proof. 前二つの命題から,

k−1∑
r=1

sk−r−1
∑

k∈I0(k,r)

ζt(k) = ζt+s(yk−1x)

= ζ(k)

k−1∑
i=1

(s+ t)k−i−1

= ζ(k)
k−1∑
i=1

k−1∑
r=i

(
k − i− 1

k − r − 1

)
sk−r−1tr−i

より, ∑
k∈I0(k,r)

ζt(k) = ζ(k)
r∑

i=1

(
k − i− 1

k − r − 1

)
tr−i

これと, Vandermondeの恒等式より,

r−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
tj(1− t)r−1−j =

r−1∑
i=0

(−t)i
r−1∑
j=0

(
k − 1

j

)(
r − 1− j

i− j

)
(−1)j

=

r−1∑
i=0

(−t)i
(
r − 1

i

) i∑
j=0

(1− k,−i)j
j!(1− r)j

=
r−1∑
i=0

(−t)i
(
r − 1

i

)
(k − r)i
(1− r)i

=
r−1∑
i=0

ti
(
k − r + i− 1

k − r − 1

)

=
r∑

i=1

tr−i

(
k − i− 1

k − r − 1

)

となることから示される.
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t = 1, 12 とすることによって以下を得る.

Corollary 2.4. 0 < r < k に対して, 以下が成り立つ.∑
k∈I0(k,r)

ζ⋆(k) =

(
k − 1

r − 1

)
ζ(k)

∑
k∈I0(k,r)

ζ♯(k) = 2
r−1∑
j=0

(
k − 1

j

)
ζ(k)

2.2 t巡回和公式

多重ゼータ値の巡回和公式は以下のようなものである.

Theorem 2.5 (巡回和公式; Hoffman-Ohno [HO]). α を 1 でない成分を持つインデッ

クスを含む巡回同値類として, その深さを r としたとき,

∑
k∈α

kr−2∑
i=0

ζ(i+ 1, k1, . . . , kr−1, kr − i) =
∑
k∈α

ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)

が成り立つ.

補間多重ゼータ値における巡回和公式を示すために, これを Hoffman 代数を用いて代

数的に書き直すことにする.

Definition 2.6. w ∈ H, u ∈ {x, y}に対して, 線形写像 cを

c(wu) = uw

で定める. 線形写像 C を単項式 w ∈ Hに対して,

C(w) :=

wt(w)−1∑
k=0

ck(w)

で定める. ここで ck は c の k 回合成写像を表すものとする. 線形写像 α0, α1 を

w ∈ H, u ∈ {x, y}に対して,

α0(wu) =

{
w, u = x

0, u = y

α1(wu) =

{
w, u = y

0, u = x
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とする.

Proposition 2.7. 巡回和公式は, w ∈ Hに対して,

ζ(yα0(C(w))x) = ζ(yα1(C(w))x)

と同値である. ただし, wの全ての項は, x, y を少なくとも 1つずつ含むとする.

Proof. 直接計算により, w = yxk1−1 · · · yxkr−1 としたとき,

ζ(yα0(C(w))x) =
r∑

i=1

ki−2∑
j=0

ζ(j + 1, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki − j)

ζ(yα1(C(w))x) =
r∑

i=1

ζ(ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki + 1)

となることから分かる.

Theorem 2.8 (t巡回和公式; Yamamoto [Y, Theorem 5.4]). k = (k1, . . . , kr)を少な

くとも 1の成分が 2以上のインデックスとするとき, k = wt(k)として,

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζt(j + 1, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki)

= (1− t)
r∑

i=1

ζ(ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki + 1) + trkζ(k + 1)

が成り立つ.

Proof. 直接計算により, w = (y + tx)xk1−1 · · · (y + tx)xkr−1 としたとき,

ζ(yα0(C(w))x) =

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζt(j + 1, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki − j)

+ t
r∑

i=1

ζ(ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki + 1)

ζ(yα1(C(w))x) =
r∑

i=1

ζ(ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki + 1)

となることが分かる. 巡回和公式より,

ζ(yα0(C(w − trxk))x) = ζ(yα1(C(w − trxk))x)
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だから,
ζ(yα0(C(t

rxk))) = trkζ(k + 1), ζ(yα1(C(t
rxk))) = 0

より定理が示される.

t = 1, 12 とすることによって以下の系を得る.

Corollary 2.9. k = (k1, . . . , kr)を少なくとも 1の成分が 2以上のインデックスとする

とき, k = wt(k)として,

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ⋆(j + 1, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki) = kζ(k + 1)

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ♯(j + 1, ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki)

=

r∑
i=1

ζ♯(ki+1, . . . , kr, k1, . . . , ki−1, ki + 1) + 2kζ(k + 1)

が成り立つ.

特に多重ゼータスター値の巡回和公式は非常にシンプルな形をしている. 例えば,

k = ({{1}n, 2}m)とすると,

ζ⋆(1, {{1}n, 2}m) = (n+ 2)ζ((n+ 2)m+ 1)

が成り立つことが分かる. 特に n = 0のとき,

ζ⋆(1, {2}m) = 2ζ(2m+ 1)

が導かれる. これは後に述べる Ohno-Zudilinの 2-1公式の特別な場合である. ζ♯ の方は

通常の多重ゼータ値とほとんど同じ形で巡回和公式を満たしているところが興味深いかも

しれない.

3 t複シャッフル関係式

3.1 tシャッフル積

Definition 3.1 (tシャッフル積; Li-Qin [LQ1]). tシャッフル積
t
xを w1, w2 ∈ H1[t]に

対して,

w1
t
x w2 = S−t(St(w1)x St(w2))
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によって定める.

Definition 3.2 (t正規化多項式). t正規化多項式を,

ζx,t(w;T ) := ζx(St(w);T ), ζ∗,t(w;T ) := ζ∗(St(w);T )

によって定める.

定義から w1, w2 ∈ H1[t]に対して, tシャッフル関係式

ζx,t(w1;T )ζ
x,t(w2;T ) = ζx,t(w1

t
x w2;T )

が満たされることが分かる.

Proposition 3.3. w1, w2 を次数 1以上の単項式とする. u1, u2 ∈ {x, y}に対して,

w1u1
t
x w2u2 = (w1u1

t
x w2)u2 + (w1

t
x w2u2)u1

が成り立つ.

Proof. tシャッフル積の定義により,

w1u1
t
x w2u2 = S−t(St(w1u1)x St(w2u2))

= S−t(St(w1)S
t
1(u1)x St

1(w2)S
t(u2))

= S−t((St(w1u1)x St
1(w2))S

t
1(u2) + (St(w1)x St(w2u2))S

t
1(u1))

= (w1u1
t
x w2)u2 + (w1

t
x w2u2)u1

が成り立つことが分かる.

よって, どちらも次数 2以上の単項式の場合は tシャッフル積はシャッフル積と全く同

様に計算を進められる. 次に片方が次数 1の場合を考える. H1 の次数 1の単項式は本質

的に y しかないから, それを考えれば十分である.

Proposition 3.4. w ∈ H1[t]の次数を 1以上とするとき,

wu
t
x y = wu(y − tx) + (w

t
x y)u

y
t
x y = 2y(y − tx)
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Proof. 計算により,

wu
t
x y = S−t(St(w)St

1(u)x y)

= S−t(St(wu)y + (St(w)x y)St
1(u))

= wu(y − tx) + (w
t
x y)u

であることが分かる. また,

y
t
x y = S−t(y x y) = 2y(y − tx)

と計算できる.

3.2 t調和関係式

Definition 3.5 (t調和積; Yamamoto [Y]). t調和積
t∗を w1, w2 ∈ H1[t]に対して,

w1
t∗ w2 = S−t(St(w1)x St(w2))

によって定める.

定義から w1, w2 ∈ H1[t]に対して, t調和関係式

ζ∗,t(w1;T )ζ
∗,t(w2;T ) = ζ∗,t(w1

t∗ w2;T )

が満たされることが分かる.

Proposition 3.6. (i) w1, w2 ∈ H1 が単項式で w1 の深さが 1 以上であるとする. こ

のとき,

w1zk1
∗ w2x

k2 = (w1zk1
∗ w2)x

k2 + (w1 ∗ w2x
k2)zk1

− (w1 ∗ w2)zk1+k2

が成り立つ.

(ii) w1, w2 ∈ H1 が単項式で w1, w2 の深さが 1以上であるとする. このとき,

w1x
k1 ∗ w2x

k2 = (w1x
k1 ∗ w2)x

k2 + (w1 ∗ w2x
k2)xk1 − (w1 ∗ w2)x

k1+k2

が成り立つ.
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Proof. まず, w1, w2 ∈ H1, 1 ≤ hとするとき,

(w1zk1
∗ w2zk2

)xh = ((w1zk1
∗ w2)zk2

+ (w1 ∗ w2zk2
)zk1

+ (w1 ∗ w2)zk1+k2
)xh

= (w1zk1
∗ w2)zk2+h + (w1 ∗ w2zk2

)zk1+h + (w1 ∗ w2)zk1+k2+h

= w1zk1 ∗ w2zk2+h + (w1 ∗ w2zk2)zk1+h − (w1 ∗ w2zk2+h)zk1

において, w2zk2
→ w2, h→ k2 とすることによって 1つ目の式が従う.

(w1zk1
∗ w2zk2

)xh1+h2

= ((w1zk1
∗ w2)zk2

+ (w1 ∗ w2zk2
)zk1

+ (w1 ∗ w2)zk1+k2
)xh

= (w1zk1
∗ w2)zk2+h1+h2

+ (w1 ∗ w2zk2
)zk1+h1+h2

+ (w1 ∗ w2)zk1+k2+h1+h2

= (w1zk1
∗ w2zk2+h2

)xh1 + (w1zk1+h1
∗ w2zk2

)xh2 − w1zk1+h1
∗ w2zk2+h2

において, w1zk1 → w1, w2zk2 → w2, h1 → k1, h2 → k2 とすることによって 2つ目の式

が従う.

Proposition 3.7. w1, w2 ∈ H1[t]と正整数 k1, k2 に対して, 以下の等式が成り立つ.

w1zk1

t∗ w2zk2 = (w1zk1

t∗ w2)zk2 + (w1
t∗ w2zk2)zk1 + (1− 2t)(w1

t∗ w2)zk+l

+

{
0, wt(w1) = wt(w2) = 0

t(t− 1)(w1
t∗ w2)x

k+l, wt(w1)wt(w2) 6= 0

Proof. まず, w1, w2 がともに深さ 1以上であるとする.

w1zk1

t∗ w2zk2

= S−t(St(w1zk1) ∗ St(w2zk2))

= S−t(St(w1)(zk1 + txk1) ∗ St(w2)(zk2 + txk2))

ここで, W1 = St(w1),W2 = St(w2)として, 前の命題を用いて計算すると,

W1(zk1
+ txk1) ∗W2(zk2

+ txk2)

= (W1zk1
∗W2)zk2

+ (W1 ∗W2zk2
)zk1

+ (W1 ∗W2)zk1+k2

+ t((W1x
k1 ∗W2)zk2

+ (W1 ∗W2zk2
)xk1 − (W1 ∗W2)zk1+k2

)

+ t((W1 ∗W2x
k2)zk1

+ (W1zk1
∗W2)x

k2 − (W1 ∗W2)zk1+k2
)

+ t2((W1 ∗W2x
k2)xk1 + (W1x

k1 ∗W2)x
k2 − (W1 ∗W2)x

k1+k2)

= (W1(zk1 + txk1) ∗W2)(zk2 + txk2) + (W1 ∗W2(zk2 + txk2))(zk1 + txk1)

+ (1− 2t)(W1 ∗W2)(zk1+k2 + txk1+k2) + t(t− 1)(W1 ∗W2)x
k1+k2
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だから,

S−t(W1(zk1
+ txk1) ∗W2(zk2

+ txk2))

= (w1zk1

t∗ w2)zk2 + (w1
t∗ w2zk2)zk1 + (1− 2t)(w1

t∗ w2)zk+l + t(t− 1)(w1
t∗ w2)x

k+l

次に, w2 = 1の場合, W2 = 1として,

W1(zk1
+ txk1) ∗W2zk2

= (W1zk1 ∗W2)zk2 + (W1 ∗W2zk2)zk1 + (W1 ∗W2)zk1+k2

+ t((W1x
k1 ∗W2)zk2 + (W1 ∗W2zk2)x

k1 − (W1 ∗W2)zk1+k2)

= (W1(zk1
+ txk1) ∗W2)zk2

+ (W1 ∗W2zk2
)(zk1

+ txk1)

+ (1− t)(W1 ∗W2)zk1+k2

= (W1(zk1
+ txk1) ∗W2)(zk2

+ txk2) + (W1 ∗W2zk2
)(zk1

+ txk1)

+ (1− 2t)(W1 ∗W2)(zk1+k2
+ txk1+k2) + t(t− 1)(W1 ∗W2)x

k1+k2

より,

S−t(W1(zk1
+ txk1) ∗W2zk2

)

= (w1zk1

t∗ w2)zk2 + (w1
t∗ w2zk2)zk1 + (1− 2t)(w1

t∗ w2)zk+l + t(t− 1)(w1
t∗ w2)x

k+l

最後の w1 = w2 = 1の場合,

S−t(zk1 ∗ zk2) = S−t(zk1zk2 + zk2zk1 + zk1+k2)

= zk1
zk2

+ zk2
zk1

+ (1− 2t)zk1+k2

となることが分かる.

特に t = 1として以下を得る.

Corollary 3.8 (スター調和積). ⋆ :=
1∗とする. w1, w2 ∈ H0 と正整数 k1, k2 に対して,

以下の等式が成り立つ.

w1zk1
⋆ w2zk2

= (w1zk1
⋆ w2)zk2

+ (w1 ⋆ w2zk2
)zk1

− (w1 ⋆ w2)zk+l

t = 1
2 として 2dep の分を調整すると, 以下が得られる.
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Corollary 3.9 (ブロックシャッフル積). ともに深さ 1以上の単項式 w1, w2 ∈ H1[t]と

正整数 k1, k2 に対して,

w x̃ 1 = 1 x̃w = w

zk1 x̃ zk2 = zk1zk2 + zk2zk1

w1zk1 x̃w2zk2 = (w1zk1 x̃w2)zk2 + (w1 x̃w2zk2)zk1 − (w1 x̃w2)x
k+l

によって再帰的に双線形な積 x̃ を導入する. このとき, w1, w2 ∈ H0 に対して,

ζ♯(w1)ζ
♯(w2) = ζ♯(w1 x̃w2)

が成立する.

ともに深さが 1の場合は

ζ♯(k1)ζ
♯(k2) = ζ♯(k1, k2) + ζ♯(k2, k1)

となる. 深さ 2と深さ 1の場合は

ζ♯(k1, k2)ζ
♯(k3) = ζ♯(k1, k2, k3) + ζ♯(k1, k3, k2) + ζ♯(k3, k1, k2)− ζ♯(k1 + k2 + k3)

となり, この場合には深さが 2の項が現れないことが特徴的である. 一般に深さ r と深さ

sのインデックスのブロックシャッフル積には, r + sと偶奇が同じ深さの項しか現れない

ことが分かる.

tシャッフルと t調和積から, 通常の多重ゼータ値の場合と全く同様に以下が分かる.

Corollary 3.10 (t 正規化複シャッフル関係式; Li-Qin [LQ1, Theorem 2.4]). w0 ∈
H0[t], w1 ∈ H1[t]に対して,

ζx,t(w0
t
x w1;T ) = ζx,t(w0

t∗ w1;T )

ζ∗,t(w0
t
x w1;T ) = ζ∗,t(w0

t∗ w1;T )

が成り立つ.

実際に t複シャッフル関係式から t多重ゼータ値の関係式族を導出するのは, 複雑にな

りやすいためあまり行われていない印象を受ける.
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4 t-Ohno型関係式

4.1 t-Ohno型関係式

Theorem 4.1 (t-Ohno型関係式; Hirose-Murahara-Ono [HMO, Theorem 1.4]). 許容

インデックス k = (k1, . . . , kr)と非負整数 hに対して,∑
0≤e1,...,edep(k†)

|e|=h

ζt((k† ⊕ e)†)

=
∑
l⪯k

(t(t− 1))r−dep(l)
∑

0≤e1,...,es
|e|=h

dep(l)∏
i=1

fIi(li + δi,1; ei)

 ζt(l⊕ e)

が成り立つ. ここで, δi,j は Kroneckerのデルタである. Ii は k を縮約して lになる際に

li に足し合わされている kの成分の個数から 1を引いたものであり, fi(k; e)は

fi(k; e) :=
e∑

j=0

(
e− j

i

)(
k + e− i− 2

j

)
tj(1− t)e−i−j

で定義される.

Proof. H[[u, t]] の同型 σ を σ(x) = x, σ(y) = y 1
1−xu によって定義する. 直接計算に

よって,

S−tστσ−1τStτστ(yxk1−1 · · · yxkr−1)

= y
1

1− xu

(
x

1− xtu

)k1−1 r∏
i=2

(
y
1− xtu

1− xu
+
x2ut(t− 1)

1− xu

)(
x

1− xtu

)ki−1

=
∑
l⪯k

(t(t− 1))r−dep(l)y
uI1

(1− xu)I1+1

xl1+I1−1

(1− xtu)l1−I1−1

·
dep(l)∏
i=2

y
uIi

(1− xu)Ii+1

xli+Ii−1

(1− xtu)li−Ii−2

ここで,

y
1

(1− xu)i+1

xk+i−1ui

(1− xtu)k−i−2
=
∑
0≤e

yxk+e−1ue
e−i∑
j=0

(
e− i

j

)(
k − i+ j − 3

j

)
tj

13



であり, 超幾何級数の Pfaff変換によって,

e−i∑
j=0

(
e− i

j

)(
k − i+ j − 3

j

)
tj =

e−i∑
j=0

(
e− j

i

)(
k + e− i− 2

j

)
tj(1− t)e−i−j = fi(k; e)

であるから,

y
1

(1− xu)i+1

xk+i−1ui

(1− xtu)k−i−2
=
∑
0≤e

yxk+e−1uefi(k; e)

である. k を 1ずらして,

y
1

(1− xu)i+1

xk+i−1ui

(1− xtu)k−i−1
=
∑
0≤e

yxk+e−1uefi(k + 1; e)

であるから,

S−tστσ−1τStτστ(yxk1−1 · · · yxkr−1)

=
∑
l⪯k

(t(t− 1))r−dep(l)y
uI1

(1− xu)I1+1

xl1+I1−1

(1− xtu)l1−I1−1

·
dep(l)∏
i=2

y
uIi

(1− xu)Ii+1

xli+Ii−1

(1− xtu)li−Ii−2

=
∑
0≤h

uh
∑
l⪯k

(t(t− 1))r−dep(l)
∑

0≤e1,...,es
|e|=h

dep(l)∏
i=1

fIi(li + δi,1; ei)

 ζt(l⊕ e)

と展開される. 一方, 多重ゼータ値の導分関係式から,

ζt(S−tστσ−1τStτστ(yxk1−1 · · · yxkr−1)) = ζ(στσ−1τStτστ(yxk1−1 · · · yxkr−1))

= ζ(Stτστ(yxk1−1 · · · yxkr−1))

= ζt(τστ(yxk1−1 · · · yxkr−1)

=
∑
0≤h

uh
∑

0≤e1,...,edep(k†)

|e|=h

ζt((k† ⊕ e)†)

となるから, uh の係数を比較して定理を得る.

t-Ohno型関係式は非常に複雑な式に見えるが, 要約すると,∑
0≤e1,...,edep(k†)

|e|=h

ζt((k† ⊕ e)†)

14



という和が k の深さ以下の多重ゼータ値で表されるということを示している. 例えば, k

を深さ 1とすれば, t-Ohno型関係式の右辺は深さ 1になり, Riemannゼータ値で表され

ることが分かる. これは t-Ohno型関係式が t和公式の一般化であることを示している.

t = 1として以下を得る.

Corollary 4.2 (スターOhno型関係式; Hirose-Imatomi-Murahara-Saito [HIMS, The-

orem 1.5]). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr)と非負整数 hに対して,

∑
0≤e1,...,edep(k†)

|e|=h

ζ⋆((k† ⊕ e)†) =
∑

0≤e1,...,er
|e|=h

(
r∏

i=1

(
ki + ei + δi,1 − 2

ei

))
ζ⋆(k ⊕ e)

が成り立つ. ここで,
(
n−1
n

)
= δn,0 と見なすものとする.

これは一般の t-Ohno型関係式と比較してかなり綺麗になっていることが分かる.

4.2 t-Hoffmanの関係式

以下が得られる.

Corollary 4.3 (t-Hoffman の関係式; Li-Qin [LQ1, Theorem 2.5], Wakabayashi [W,

Corollary 1.2]). インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

r∑
i=1

(1 + (ki − 2 + δi,1)t)ζ
t(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

=

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζt(k1, . . . , ki−1, j + 1, ki − j, ki+1, . . . , kr)

+ t(1− t)
r−1∑
i=1

ζt(k1, . . . , ki−1, ki + ki+1 + 1, ki+1, . . . , kr)

が成り立つ.

特に t = 0とすると以下が得られる.

Corollary 4.4 (Hoffman の関係式; Hoffman [H, Theorem 5.1]). インデックス k =
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(k1, . . . , kr)に対して,

r∑
i=1

ζ(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

=
r∑

i=1

ki−2∑
j=0

ζ(k1, . . . , ki−1, j + 1, ki − j, ki+1, . . . , kr)

が成り立つ.

t = 1とすると以下が得られる.

Corollary 4.5 (スター Hoffmanの関係式; Muneta [M, Theorem 3.2]). インデックス

k = (k1, . . . , kr)に対して,

r∑
i=1

(ki − 1 + δi,1)ζ
⋆(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

=

r∑
i=1

ki−2∑
j=0

ζ⋆(k1, . . . , ki−1, j + 1, ki − j, ki+1, . . . , kr)

が成り立つ.

t-Hoffmanの関係式は, t正規化複シャッフル関係式において, 片方に yを用いることに

よって比較的簡単に示すことができる.

5 t-Ohno-Zagierの関係式

5.1 t対称和公式

Definition 5.1 (集合の分割). 互いに素な集合 P1, . . . , Pr ⊂ Aが

A =
r⋃

i=1

Pi

を満たしているとき, {P1, . . . , Pr}を Aの分割という. このとき, {P1, . . . , Pr} ` Aと表
す. また, |A|で Aの要素数を表すものとして, [n] := {1, 2, . . . , n}と定義する.
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Theorem 5.2. H1[t]における等式

St

( ∑
σ∈Sn

zkσ(1)
· · · zkσ(n)

)

=
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]

z∑
i∈P1

ki
∗ · · · ∗ z∑

i∈Pr
ki

r∏
i=1

(|Pi| − 1)!(t|Pi| − (t− 1)|Pi|)

が成り立つ. ただし, Sn は n次対称群とする.

Proof. 両辺に S−t を作用させた式,( ∑
σ∈Sn

zkσ(1)
· · · zkσ(n)

)

=
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]

z∑
i∈P1

ki

t∗ · · · t∗ z∑
i∈Pr

ki

r∏
i=1

(|Pi| − 1)!(t|Pi| − (t− 1)|Pi|)

を nに関する帰納法で示す. n = 2のとき,

zk1

t∗ zk2
= zk1

zk2
+ zk2

zk1
+ (1− 2t)zk1+k2

より分かる. nまで成り立つと仮定する. t調和積の計算により,

zkn+1

t∗
∑

σ∈Sn

zkσ(1)
· · · zkσ(n)

=
∑

σ∈Sn

n+1∑
i=1

zkσ(1)
· · · zkσ(i−1)

zkn+1
zkσ(i)

· · · zkσ(n)

+ (1− 2t)
∑

σ∈Sn

n∑
i=1

zkσ(1)
· · · zkσ(i−1)

zkσ(i)+kn+1
zkσ(i+1)

· · · zkσ(n)

+ t(t− 1)
∑

σ∈Sn

n−1∑
i=1

zkσ(1)
· · · zkσ(i−1)

zkσ(i)+kσ(i+1)+kn+1
zkσ(i+2)

· · · zkσ(n)

=
∑

σ∈Sn+1

zkσ(1)
· · · zkσ(n+1)

+ (1− 2t)
n∑

i=1

∑
σ∈Sn

z
k
(i)

σ(1)

· · · z
k
(i)

σ(n)

+ 2t(t− 1)
∑

0<i<j≤n

∑
σ∈Sn−1

z
k
(i,j)

σ(1)

· · · z
k
(i,j)

σ(n−1)

が得られる. ここで,

k(i) := (k1, . . . , ki−1, ki + kn+1, ki+1, . . . , kr)

k(i,j) := (ki + kj + kn+1, k1, . . . , ki−1, ki+1, . . . , kj−1, kj+1, . . . , kn)
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によって定義されるものとする. 帰納法の仮定から,∑
σ∈Sn+1

zkσ(1)
· · · zkσ(n+1)

= zkn+1

t∗
∑

σ∈Sn

zkσ(1)
· · · zkσ(n)

+ (2t− 1)
n∑

i=1

∑
σ∈Sn

z
k
(i)

σ(1)

· · · z
k
(i)

σ(n)

+ 2t(1− t)
∑

0<i<j≤n

∑
σ∈Sn−1

z
k
(i,j)

σ(1)

· · · z
k
(i,j)

σ(n−1)

=
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]

(
r∏

l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

)
z∑

l∈P1
kl

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

kl

t∗ zkn+1

+ (2t− 1)
n∑

i=1

∑
{P1,...,Pr}⊢[n]

(
r∏

l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

)

· z∑
l∈P1

k
(i)
l

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

k
(i)
l

+ 2t(1− t)
∑

0<i<j≤n

∑
{P1,...,Pr}⊢[n]

(
r∏

l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

)

· z∑
l∈P1

k
(i,j)
l

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

k
(i,j)
l

これは, P1, . . . , Pr を並び変えて, Pr に n + 1が含まれているものとして, 以下のように

書き直すことができる.

∑
{P1,...,Pr}⊢[n+1]

Pr={n+1}

(
r∏

l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

)
z∑

l∈P1
kl

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

kl

+ (2t− 1)
n∑

i=1

∑
{P1,...,Pr}⊢[n+1]

i,n+1∈Pr

(
r−1∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

)

· (|Pr| − 2)!(t|Pr|−2 − (t− 1)|Pr|−2)z∑
l∈P1

kl

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

kl

+ 2t(1− t)
∑

0<i<j≤n

∑
{P1,...,Pr}⊢[n+1]

i,j,n+1∈Pr

(
r−1∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

)

· (|Pr| − 3)!(t|Pr|−3 − (t− 1)|Pr|−3)z∑
l∈P1

kl

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

kl
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ここで,

z∑
l∈P1

kl

t∗ · · · t∗ z∑
l∈Pr

kl

の係数を考えると, Pr = {n+ 1}のとき,

r∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

となる. |Pr| = 2のときの係数を考えると,

(2t− 1)
r−1∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|) =
r∏

l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

となることが分かる. 3 ≤ |Pr|のときの係数を考えると, m = |Pr|として, 第 2項は iが

m− 1通りの選ばれ方があり, 第 3項は i, j が (m−1)(m−2)
2 通りの選ばれ方があることか

ら, 合わせて

(2t− 1)(m− 1) · (m− 2)!(tm−2 − (t− 1)m−2)

r−1∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

+
(m− 1)(m− 2)

2
(m− 3)!2t(1− t)(tm−3 − (t− 1)m−3)

·
r−1∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

= (m− 1)!(tm−1 − (t− 1)m−1)

r−1∏
l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

=
r∏

l=1

(|Pl| − 1)!(t|Pl| − (t− 1)|Pl|)

となることから,∑
σ∈Sn+1

zkσ(1)
· · · zkσ(n+1)

=
∑

{P1,...,Pr}⊢[n+1]

z∑
i∈P1

ki

t∗ · · · t∗ z∑
i∈Pr

ki

r∏
i=1

(|Pi| − 1)!(t|Pi| − (t− 1)|Pi|)

が示される.

両辺に ζ∗,t を作用させて以下を得る.

19



Corollary 5.3 (t対称和公式; Li [L, Theorem 3.2]). 正整数 nに対して, C[t]における
等式

∑
σ∈Sn

ζ∗,t(k) =
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]

ζ

(∑
i∈P1

ki

)
· · · ζ

(∑
i∈Pr

ki

)

·
r∏

i=1

(|Pi| − 1)!(t|Pi| − (t− 1)|Pi|)

が成り立つ.

特に t = 0, 12 , 1とすると以下を得る.

Corollary 5.4. 正整数 nに対して, 以下の等式が成り立つ.

∑
σ∈Sn

ζ∗(k) =
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]

ζ∗

(∑
i∈P1

ki

)
· · · ζ∗

(∑
i∈Pr

ki

)
r∏

i=1

(−1)|Pi|−1(|Pi| − 1)!

∑
σ∈Sn

ζ∗,♯(k) =
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]
|Pi|=1mod 2

ζ∗,♯

(∑
i∈P1

ki

)
· · · ζ∗,♯

(∑
i∈Pr

ki

)
r∏

i=1

(|Pi| − 1)!

∑
σ∈Sn

ζ∗,⋆(k) =
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]

ζ∗,⋆

(∑
i∈P1

ki

)
· · · ζ∗,⋆

(∑
i∈Pr

ki

)
r∏

i=1

(|Pi| − 1)!

Definition 5.5. w1, w2, w ∈ H1 と正整数 k1, k2 に対して,

wx 1H = 1H xw = w

w1zk1 xw2zk2 = (w1zk1 xw2)zk2 + (w1 xw2zk2)zk1

と双線形な積 x を定義する.

これは zk をひとかたまりと見なしたシャッフル積である. 具体例を挙げると

(1, 2)x (3) = (1, 2, 3) + (1, 3, 2) + (3, 1, 2)

のようになる. この積を用いることによって, 対称和は∑
σ∈Sn

zkσ(1)
· · · zkσ(n)

= zk1 x · · · x zkn

と簡潔に表すことができる.
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5.2 t-Ohno-Zagierの関係式

Definition 5.6. ∞における Pochhammer記号をガンマ関数を用いて

(1 + t)∞ :=
1

eγtΓ(1 + t)
=
∑
0≤n

ζ∗({1}n)tn

によって定義する. (a1, . . . , ar)∞ := (a1)∞ · · · (ar)∞ のような表記を用いることにする.

Proposition 5.7. C[[u, v, w]]における等式

∑
0≤k,r,s

uk−r−svr−sws
∑

k∈I(k,r,s)

ζ<n(k) =
n−1∏
k=1

(k − u)(k + v) + w

k(k − u)

∑
0≤k,r,s

uk−r−svr−sws
∑

k∈I(k,r,s)

ζ⋆<n(k) =
n−1∏
k=1

k(k − u)

(k − u)(k − v)− w

が成り立つ. ここで I(k, r, s)は重さ k, 深さ r, 高さ sのインデックス全体の集合を表す.

Proof. 1つ目の式は以下の計算によって示される.∑
0≤k,r,s

uk−r−svr−sws
∑

k∈I(k,r,s)

ζ<n(k)

=
∑

0≤a,b,s

ubvaws
∑

0≤a1,...,as,|a|=a
0≤b1,...,bs,|b|=b

ζ<n({1}a1 , b1 + 2, . . . , {1}as , bs + 2)

=
∑
0≤s

ws
∑

0<n1<···<ns<n

 ∏
0<k<n

k≤n1,...,k≤ns

(
1 +

v

k

) 1

n1(n1 − u)
· · · 1

ns(ns − u)

=
n−1∏
k=1

k + v

k

∑
0≤s

ws
∑

0<n1<···<ns<n

1

(n1 + v)(n1 − u)
· · · 1

(ns + v)(ns − u)

=

n−1∏
k=1

k + v

k

(
1 +

w

(k + v)(k − u)

)

=
n−1∏
k=1

(k − u)(k + v) + w

k(k − u)
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2つ目の式は以下の計算によって示される.∑
0≤k,r,s

uk−r−svr−sws
∑

k∈I(k,r,s)

ζ⋆<n(k)

=
∑

0≤a,b,s

ubvaws
∑

0≤a1,...,as,|a|=a
0≤b1,...,bs,|b|=b

ζ⋆<n({1}a1 , b1 + 2, . . . , {1}as , bs + 2)

=
∑
0≤s

ws
∑

0<n1≤···≤ns<n

1

n1(n1 − u)
· · · 1

ns(ns − u)

·
∏

0<k≤n1

(
1− v

k

)−1 ∏
n1≤k≤n2

(
1− v

k

)−1

· · ·
∏

nr≤k<n

(
1− v

k

)−1

=

n−1∏
k=1

(
1− v

k

)−1∑
0≤s

ws
∑

0<n1≤···≤ns<n

1

(n1 − v)(n1 − u)
· · · 1

(ns − v)(ns − u)

=

n−1∏
k=1

(
1− v

k

)−1
(
1− w

(k − v)(k − u)

)−1

=

n−1∏
k=1

k(k − u)

(k − u)(k − v)− w

I(0, 0, 0)は空集合ではなく空インデックスを含んでいることに注意する必要がある.

Proposition 5.8. 非負整数 k, r, sに対して,∑
k∈I(k,r,s)

St(k) =
∑

0≤k1,k2,k1+k2=k
0≤r1,r2,r1+r2=r
0≤s1,s2,s1+s1=s

(1− t)r1tr2
∑

k1∈I(k1,r1,s1)
k2∈I(k2,r2,s2)

k1 ∗ S(k2)

が成り立つ.

Proof. まず, 余積

∆∗(k) =
r∑

i=0

(k1, . . . , ki)⊗ (ki+1, . . . , kr)

を考えると, ∑
k∈I(k,r,s)

∆∗(k) =
∑

0≤k1,k2,k1+k2=k
0≤r1,r2,r1+r2=r
0≤s1,s2,s1+s1=s

∑
k1∈I(k1,r1,s1)
k2∈I(k2,r2,s2)

k1 ⊗ k2
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が成り立つことが分かる. これより, 写像 f を

f(k1 ⊗ k2) = (1− t)dep(k1)tdep(k2)k1 ∗ S(k2)

によって定め,

(f ◦∆∗)

 ∑
k∈I(k,r,s)

k

 = St

 ∑
k∈I(k,r,s)

k


を示せばよい. 前の命題より, ∑

k∈I(k,r,s)

k

は深さ 1の元のいくつかの調和積によって生成されることが分かるから, 対称和公式より,

インデックス kに対する
w = zk1

x · · · x zkn

に対して
(f ◦∆∗) (w) = St (w)

が成り立つことを示せばよい. これは t対称和公式を用いた計算により,

St(w) =
∑

{P1,...,Pr}∈Pn

z∑
i∈P1

ki
∗ · · · ∗ z∑

i∈Pr
ki

r∏
i=1

(|Pi| − 1)!(t|Pi| − (t− 1)|Pi|)

=
∑

{P1,...,Pr}⊢[n]
{I,J}⊢[r]

(∏
i∈I

(|Pi| − 1)!t|Pi|

)∏
j∈J

(|Pj | − 1)!(−1)|Pj |−1(1− t)|Pj |


· z∑

i∈P1
ki

∗ · · · ∗ z∑
i∈Pr

ki

=
∑

{A,B}⊢[n]
{P1,...,Pr}⊢A
{Q1,...,Qs}⊢B

(
r∏

i=1

(|Pi| − 1)!(−1)|Pi|−1(1− t)|Pi|

) s∏
j=1

(|Qj | − 1)!t|Qj |



·
(
z∑

i∈P1
ki

∗ · · · ∗ z∑
i∈Pr

ki

)
∗
(
z∑

j∈Q1
kj

∗ · · · ∗ z∑
j∈Qs

kj

)
=

∑
{{i1,...,ir},{j1,...,js}}⊢[n]

(1− t)r(zki1
x · · · x zkir

) ∗ tsS(zkj1
x · · · x zkjs

)

= f

 ∑
{{i1,...,ir},{j1,...,js}}⊢[n]

(zki1
x · · · x zkir

)⊗ (zkj1
x · · · x zkjs

)


= f (∆∗(w))

となることから示される.
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これを ζ<n に適用すると, 以下が得られる.

Corollary 5.9. w ∈ H1 に対して,

ζt<n(w) := ζ<n(S
t(w))

とする. 正整数 nと C[[u, v, w]][t]において以下の等式が成り立つ.

∑
0≤k,r,s

 ∑
k∈I(k,r,s)

ζt<n(k)

uk−r−svr−sws =

n−1∏
k=1

(k − u)(k + (1− t)v) + w(1− t)

(k − u)(k − vt)− wt

これを ζ∗ に適用し, 正規化定理を用いることによって以下が従う.

Corollary 5.10. C[[u, v, w]]において, 以下の等式が成り立つ.

∑
0≤k,r,s

 ∑
k∈I(k,r,s)

ζx,t(k;T )

uk−r−svr−sws = eTv (1− α, 1− β)∞
(1− γ, 1− δ, 1 + v)∞

∑
0≤k,r,s

 ∑
k∈I(k,r,s)

ζ∗,t(k;T )

uk−r−svr−sws = eTv (1− α, 1− β)∞
(1− γ, 1− δ)∞

Proposition 5.11. H1[[u, v, w]][t]において, 以下の等式が成り立つ.

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

St(zk1 · · · zkr )

uk−r−svr−sws−1

=

 ∑
0≤k,r,s

 ∑
k∈I(k,r,s)

St(zk1 · · · zkr )

uk−r−svr−sws


·

 ∑
0<k,r,s

zk

(
r − 1

s− 1

)(
k − r − 1

s− 1

)
tr−1uk−r−svr−sws−1


Proof. まず,

St(zk1
· · · zkr

) =
r−1∑
i=0

St(zk1
· · · zki

)zki+1+···+kr
tr−i−1
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である. これを用いて,

St(ya1+1xb1+1 · · · yas+1xbs+1)

=
∑

0≤i<s
0≤h≤ai+1

St(ya1+1xb1+1 · · · yai+1xbi+1yh)

· z(ai+1+bi+1+2)+···+(as+bs+2)−ht
(ai+1+1)+···+(as+1)−1

が得られるから,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

St(zk1 · · · zkr )

uk−r−svr−sws−1

=
∑

0<s,0≤a1,...,as,b1,...,bs,s

St(ya1+1xb1+1 · · · yas+1xbs+1)u|b|v|a|ws−1

=
∑

0≤s1,0<s2
0≤a1,...,as1

,b1,...,bs2
0≤c1,...,cs2 ,d1,...,ds2 ,h

St(ya1+1xb1+1 · · · yas1
+1xbs1+1yh)

· z(c1+d1+2)+···+(cs2+ds2
+2)t

(c1+1)+···+(cs2+1)−1u|b|+|d|v|a|+|c|+hws1+s2−1

=

 ∑
0≤k,r,s

 ∑
k∈I(k,r,s)

St(zk1 · · · zkr )

uk−r−svr−sws


·

 ∑
0<k,r,s

zk

(
r − 1

s− 1

)(
k − r − 1

s− 1

)
tr−1uk−r−svr−sws−1


と示される.

Theorem 5.12 (Li-Qin [LQ1, Proposition 3.2]).

α+ β = u+ vt, αβ = t(uv − w)

γ + δ = −u+ v(1− t), γδ = (t− 1)(uv − w)

とすると, C[[u, v, w]]において,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζt(k)

uk−r−svr−sws−1 =
1

γδ

∑
0<n

(γ, δ)n
(1− α, 1− β)n

が成り立つ. ここで, I0(k, r, s)は重さ k, 深さ r, 高さ sの許容インデックス全体の集合を

表す.
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Proof. 前二つの命題から,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζt<n(k)

uk−r−svr−sws−1

=
∑
0<m

 ∑
0≤k,r,s

uk−r−svr−sws
∑

k∈I(k,r,s)

ζt<m(k)


·

 ∑
0<k,r,s

1

mk

(
r − 1

s− 1

)(
k − r − 1

s− 1

)
tr−1uk−r−svr−sws−1


=
∑
0<m

m−1∏
k=1

(k − u)(k + (1− t)v) + w(1− t)

(k − u)(k − vt)− wt

∑
0<r,s

1

mr(m− u)s

(
r − 1

s− 1

)
tr−1vr−sws−1

=
∑
0<m

m−1∏
k=1

(k + γ)(k + δ)

(k − α)(k − β)

∑
0<s

1

(m− vt)s(m− u)s
(wt)s−1

=
1

γδ

∑
0<m

m−1∏
k=0

(k + γ)(k + δ)

(1 + k − α)(1 + k − β)

となって示される.

t = 0の場合は Riemannゼータだけで表すことができたが, 他の tの場合は一般には表

せないと思われる.

Theorem 5.13 (Dougallの和公式; Dougall [D]). Re(c+ d− a− b) > 1のとき,

∑
n∈Z

(a, b)n
(c, d)n

=
Γ(1− a)Γ(1− b)Γ(c)Γ(d)Γ(c+ d− a− b− 1)

Γ(c− a)Γ(d− a)Γ(c− b)Γ(d− b)

これらを用いることで以下を証明できる.

Theorem 5.14.

α+ β = u+ vt, αβ = t(uv − w)

γ + δ = −u+ v(1− t), γδ = (t− 1)(uv − w)
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として,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

((1− t)ζt(k) + (−1)k−rtζ1−t(k))

uk−r−svr−sws−1

=
1

uv − w

(
1− (1− α− γ, 1− α− δ, 1− β − γ, 1− β − δ)∞

(1− α, 1− β, 1− γ, 1− δ, 1− α− β − γ − δ)∞

)
が成り立つ. 特に,∑

k∈I0(k,r,s)

((1− t)ζt(k) + (−1)k−rtζ1−t(k)) ∈ Q[t, π2, ζ(3), ζ(5), . . . ]

となる.

Proof. 上の定理を用いて,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

((1− t)ζt(k) + (−1)k−rtζ1−t(k))

uk−r−svr−sws−1

=
1

uv − w

(
−
∑
0<n

(γ, δ)n
(1− α, 1− β)n

−
∑
0<n

(α, β)n
(1− γ, 1− δ)n

)

=
1

uv − w

(
1−

∑
n∈Z

(γ, δ)n
(1− α, 1− β)n

)

=
1

uv − w

(
1− Γ(1− α)Γ(1− β)Γ(1− γ)Γ(1− δ)Γ(1− α− β − γ − δ)

Γ(1− α− γ)Γ(1− α− δ)Γ(1− β − γ)Γ(1− β − δ)

)
=

1

uv − w

(
1− (1− α− γ, 1− α− δ, 1− β − γ, 1− β − δ)∞

(1− α, 1− β, 1− γ, 1− δ, 1− α− β − γ − δ)∞

)
と示される.

Corollary 5.15.

α+ β = u+ v, αβ = uv − w

γ + δ = −u+ v, γδ = w − uv

としたとき,

∑
0<k,r,s

k=rmod 2

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ♯(k)

uk−r−svr−sws−1

=
1

uv − w

(
1− Γ(1− α)Γ(1− β)Γ(1− γ)Γ(1− δ)Γ(1− α− β − γ − δ)

Γ(1− α− γ)Γ(1− α− δ)Γ(1− β − γ)Γ(1− β − δ)

)
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特に, k = r (mod 2)のとき,∑
k∈I0(k,r,s)

ζ♯(k) ∈ Q[π2, ζ(3), ζ(5), . . . ]

となる.

特に高さが 1の場合は以下のようになる.

Corollary 5.16. C[[u, v]]において以下の等式が成り立つ.∑
0<n,m

ζ♯({1}n−1, 2m+ 1)unv2m = 1− Γ(1− u)Γ(1− v)

Γ(1− u− v)

Γ(1− u)Γ(1 + v)

Γ(1− u+ v)

これは, 高さが 1で全て奇数からなるインデックスにおける ζ♯ の値が Riemannゼータ

値で書けることを示している.

5.3 Liの双対定理

Definition 5.17. Φt
0 を u, v, wに対して,

Φt
0(u, v, w) :=

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζt(k)

uk−r−svr−sws−1

によって定義する. Φ0 := Φ0
0,Φ

⋆
0 := Φ1

0 とする. また, Φ1 を

Φ1(u, v, w) :=
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

r∑
i=1

ζ(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)


· uk−r−svr−sws−1

によって定義する.

Ohno 関係式から, Φ1(u, v, w) = Φ1(v, u, w) が成り立っていることが分かる. 前の項

で示した定理は,

α+ β = u+ vt, αβ = t(uv − w)

γ + δ = −u+ v(1− t), γδ = (t− 1)(uv − w)

としたとき,

(1− t)Φt
0(u, v, w)− tΦ1−t

0 (−u, v,−w)

=
1

uv − w

(
1− (1− α− γ, 1− α− δ, 1− β − γ, 1− β − δ)∞

(1− α, 1− β, 1− γ, 1− δ, 1− α− β − γ − δ)∞

)
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と書ける.

Definition 5.18. xを複素数とする. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ∨,⋆
K (k;x) :=

∑
0<n1≤···≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

(x)nr

nr!

によって定義する. また, 許容インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ†(k;x) :=
∑

0<n1<···<nr

nr!

nk1
1 · · ·nkr

r (x)nr

と定義する.

w = yxk1−1 · · · yxkr−2 としたとき, 正規化定理から従う等式

ζ((w x yh)x) =
∑

0<n1<···<nr
0<m1≤···≤mh≤nr

1

nk1
1 · · ·nkr

r

1

m1 · · ·mh

の母関数を考えることによって,

ζ†(k;x) = ζ(k†;x)

であることが分かる. ここで, 許容インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ(k;x) :=
∑

0≤n1<···<nr

1

(n1 + x)k1 · · · (nr + x)kr

と定義されるものとする. 複素数の xと混同しないようにこの項では Hoffman代数を用

いないことにする.

Theorem 5.19. α+ β = u+ v, αβ = wとする. C[[u, v, w, x]]における等式

1 + u
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ∨,⋆
K (k1, . . . , kr−1, kr − 1;x)

 (−u)k−r−svr−s(−w)s−1

+ (w − uv)
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

=
(1− α, 1− β, 1− α+ u− x, 1− β + u− x)∞
(1− α+ u, 1− β + u, 1− u, 1− x, 1− v − x)∞

が成り立つ.
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Proof. xが付いていない場合と全く同様の計算によって,

u
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ∨,⋆
K (k1, . . . , kr−1, kr − 1;x)

 (−u)k−r−svr−s(−w)s−1

=
∑
0<n

(u, x)n
(1− α+ u, 1− β + u)n

(w − uv)
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1 =
∑
0<n

(α− u, β − u)n
(1− u, 1− x)n

であることが分かるから, Dougallの和公式より,

1 + u
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ∨,⋆
K (k1, . . . , kr−1, kr − 1;x)

 (−u)k−r−svr−s(−w)s−1

+ (w − uv)
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

=
∑
n∈Z

(u, x)n
(1− α+ u, 1− β + u)n

=
(1− α, 1− β, 1− α+ u− x, 1− β + u− x)∞
(1− α+ u, 1− β + u, 1− u, 1− x, 1− v − x)∞

と示される.

Proposition 5.20. C[[u, v, w, x]]において,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

の xの係数は,

Φ1(u, v, w) +
d

dv
Φ0(u, v, w)

で与えられる.
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Proof. まず,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

=
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ(k†; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

=
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ(k; 1− x)

 vk−r−sur−sws−1

であり,

∑
k∈I0(k,r,s)

r∑
i=1

ki(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

=
∑

k∈I0(k,r,s)

r∑
i=1

(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

+
∑

k∈I0(k,r,s)

r∑
i=1

(ki − 1)(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

=
∑

k∈I0(k,r,s)

r∑
i=1

(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr)

+
∑

k∈I0(k+1,r,s)

∑
0<i≤r,2≤ki

(ki − 2)k

=
∑

k∈I0(k,r,s)

r∑
i=1

(k1, . . . , ki−1, ki + 1, ki+1, . . . , kr) + (k − r − s+ 1)
∑

k∈I0(k+1,r,s)

k

となることから,

∑
0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

の xの係数は,

Φ1(v, u, w) +
d

dv
Φ0(v, u, w) = Φ1(u, v, w) +

d

dv
Φ0(u, v, w)

となることが分かる.
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ディガンマ関数 ϕを用いて,

ϕ0(1− u) := γ + ϕ(1− u)

と定義する.

Proposition 5.21. α+ β = u+ v, αβ = wに対して,

uΦ⋆
0(−u, v,−w)

= (uv − w)

(
Φ1(u, v, w) +

d

dv
Φ0(u, v, w)

)
+

(1− α, 1− β)∞
(1− u, 1− v)∞

(ψ0(1− α+ u) + ψ0(1− β + u)− ψ0(1− v))

Proof. 前二つの命題から,

1 + u
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ∨,⋆
K (k1, . . . , kr−1, kr − 1;x)

 (−u)k−r−svr−s(−w)s−1

+ (w − uv)
∑

0<k,r,s

 ∑
k∈I0(k,r,s)

ζ†(k; 1− x)

uk−r−svr−sws−1

=
(1− α, 1− β, 1− α+ u− x, 1− β + u− x)∞
(1− α+ u, 1− β + u, 1− u, 1− x, 1− v − x)∞

の xの係数を比較すると,

uΦ⋆
0(−u, v, w) + (w − uv)

(
Φ1(u, v, w) +

d

dv
Φ0(u, v, w)

)
=

(1− α, 1− β)∞
(1− u, 1− v)∞

(ψ0(1− α+ u) + ψ0(1− β + u)− ψ0(1− v))

と示される.

Theorem 5.22 (Liの双対定理; Li [L2, Theorem 2.2]). α+ β = u+ v, αβ = wとした

とき, C[[u, v, w]]における等式

uΦ⋆
0(−u, v,−w)− vΦ⋆

0(−v, u,−w)

=
v − u

uv − w
− (1− α, 1− β)∞

(1− u, 1− v)∞
(π cotπ(u− α) + π cotπ(u− β))

が成り立つ.
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Proof. 前の命題から,

uΦ⋆
0(−u, v,−w)− vΦ⋆

0(−v, u,−w)

= (uv − w)

(
d

dv
− d

du

)
Φ0(u, v, w)

+
(1− α, 1− β)∞
(1− u, 1− v)∞

(ψ0(1− α+ u) + ψ0(1− β + u)− ψ0(1− v)

− ψ0(1− α+ v)− ψ0(1− β + v) + ψ0(1− u))

ここで,

d

du
Φ0(u, v, w)

= − v

(uv − w)2

(
1− (1− α, 1− β)∞

(1− u, 1− v)∞

)
− 1

uv − w

(1− α, 1− β)∞
(1− u, 1− v)∞

(
ψ0(1− α)

dα

du
+ ψ0(1− β)

dβ

du
− ψ0(1− u)

)
であり,

dα

du
=
dα

dv
,

dβ

du
=
dβ

dv

であるから,

(uv − w)

(
d

dv
− d

du

)
Φ0(u, v, w) =

v − u

uv − w

(
1− (1− α, 1− β)∞

(1− u, 1− v)∞

)
+

(1− α, 1− β)∞
(1− u, 1− v)∞

(ψ0(1− v)− ψ0(1− u))

となることが分かる. また, ディガンマ関数の相反公式より,

ψ0(1− α+ u) + ψ0(1− β + u)− ψ0(1− α+ v)− ψ0(1− β + v)

=
1

u− α
+

1

u− β
− π cotπ(u− α)− π cotπ(u− β)

=
v − u

uv − w
− π cotπ(u− α)− π cotπ(u− β)
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であるから,

uΦ⋆
0(−u, v,−w)− vΦ⋆

0(−v, u,−w)

= (uv − w)

(
d

dv
− d

du

)
Φ0(u, v, w)

+
(1− α, 1− β)∞
(1− u, 1− v)∞

(ψ0(1− α+ u) + ψ0(1− β + u)− ψ0(1− v)

− ψ0(1− α+ v)− ψ0(1− β + v) + ψ0(1− u))

=
v − u

uv − w
− (1− α, 1− β)∞

(1− u, 1− v)∞
(π cotπ(u− α) + π cotπ(u− β))

となって示される.

X⋆
0 (k, r, s) :=

∑
k∈I0(k,r,s)

ζ⋆(k)

とすると, 上の定理は

(−1)mX⋆
0 (n+m+ 1, n+ 1, s)− (−1)nX⋆

0 (n+m+ 1,m+ 1, s)

が Riemannゼータ値で表せることを示している. s = 1として以下を得る.

Corollary 5.23 (Kaneko-Ohno [KO, Theorem 1]). 正整数 n,mに対し,

(−1)nζ⋆({1}m, n+ 1)− (−1)mζ⋆({1}n,m+ 1)

は Riemannゼータ値で表される.

5.4 t-Kaneko-Sakata型和公式

Theorem 5.24 (t-Kaneko-Sakata型和公式; Li [L2, Theorem 3.11]). 正整数 a, bに対

して,

ζt({1}a−1, b+ 1) =
∑
0<r

(−1)r−1
∑

a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

1− ta1

1− t
ζ(a⊕ b)

Proof. 同型写像 ∆とすると, H1[[u, v, w]]において,

∆

(
y

x

1− xw

1

1− x(u+ v) + (y + x)xuv

)
=

y

1− yv − xw

x

1− xu
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が成り立つので, 導分関係式より,

ζ

(
y

1− (y + xt)v

x

1− xu

)
= ζ

(
y

x

1− xvt

1

1− x(u+ v) + (y + x)xuv

)
これより, ubva の係数を比較すると,

ζt({1}a−1, b+ 1) =
∑
0<r

(−1)r−1
∑

a∈I(a,r)
b∈I(b,r)
0≤h<a1

thζ(a⊕ b)

=
∑
0<r

(−1)r−1
∑

a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

1− ta1

1− t
ζ(a⊕ b)

を得る.

t 7→ 1とすることによって, 以下を得る.

Corollary 5.25. 正整数 a, bに対して,

ζ⋆({1}a−1, b+ 1) =
∑
0<r

(−1)r−1
∑

a∈I(a,r)
b∈I(b,r)

a1ζ(a⊕ b)

これらの等式によって, 高さ 1の補間多重ゼータ値が高さ最大の多重ゼータ値によって

明示的に表されることが分かったが, より一般的な Murahara-Sakata の和公式を補間多

重ゼータ値に一般化できるかどうかはまだ分かっていないと思われる.

6 交代巡回和公式と双対巡回和公式

この節における巡回和公式の類似は, 筆者の独自研究である.

6.1 交代巡回和公式

この節では t巡回和公式の節で定義した線形写像 α0, α1 を用いるものとする.

Definition 6.1. 線形写像 c̃を

c̃(wx) = −xw, c̃(wy) = (x+ y)w

によって定義する. 単項式 wに対し, 線形写像 C̃ を

C̃(w) :=

2wt(w)∑
i=0

c̃i(w)
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とする.

Theorem 6.2 (交代巡回和公式). wt(w) 6= dep(w) であるような単項式 w ∈ H に対

して,

ζ(yα0(C̃(w))x) = 0

Proof. Z̃ をインデックス k := (k1, . . . , kr)に対して,

Z̃(xk1−1yxk2−1 · · · yxkr−1) :=
∑

0<n1<···<nr

1

nk1
1 · · ·nk1

r

n1
n1 + nr

と定義すると, これは 1 だけからなるインデックスを除いて収束し, 部分分数分解に

よって,

Z̃(wx) = −Z̃(xw) + ζ(ywx)

Z̃(wy) = Z̃((x+ y)w)

であることが分かる. これらはまとめて,

Z̃(w) = Z̃(c̃(w)) + ζ(yα0(w)x)

と書くことができるので, これを c̃i(w)に対して足し合わせることによって

ζ(yα0(C̃(w))x) = 0

が示される.

Definition 6.3. 線形写像 cを

c(wx) = −xw, c(wy) = (x+ y)w

によって定義する. 単項式 wに対し, 線形写像 C を

C(w) :=

2wt(w)∑
i=0

ci(w)

と定義する.

c̃(w(2y + x)) = c̃((2y + x)w), c̃(wx) = c̃(xw)

から, S♯
1(w) := 2dep(w)S

1
2
1 (w)を用いて,

(S♯
1)

−1α0C̃S
♯
1 = (α0 + α1)C
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が成り立つ.

前の定理を ζ♯ で書き表すことによって以下が得られる.

Corollary 6.4. wt(w) 6= dep(w)であるような単項式 w ∈ Hに対して,

ζ♯(y(α0 + α1)(C(w))x) = 0

が成り立つ.

具体例を計算してみる. w = yx2k−2 とすると,

2k−2∑
i=1

(−1)i−1ζ♯(i, 2k − i) + ζ♯(2k) = 0

となる. これを ζ で表すと,

2k−2∑
i=1

(−1)iζ(i, 2k − i) =
1

2
ζ(2k)

が得られる. 交代巡回和公式は w を選んだとき, 深さ dep(w) + 1以下の元からなる関係

式であるから, 正規化複シャッフル関係式から示せそうな感じもするが, 実際に含まれて

いるかどうかはまだ分かっていない.

6.2 双対巡回和公式

Definition 6.5. 線形写像 c† を

c†(wx) = yw, c†(wy) = xw

によって定義する. 単項式 wに対し, 線形写像 C† を

C†(w) :=

2wt(w)∑
i=0

(c†)i(w)

とする.

Proposition 6.6. 正整数 k に対して, 以下の等式が成り立つ.

k−1∑
i=0

ζ⋆({1}i, k − i+ 1) = 2k(1− 2−k)ζ(k + 1)
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Proof. Dixonの恒等式

∑
0≤n

(a, b, c)n
n!(1 + a− b, 1 + a− c)n

=
Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)Γ

(
1 + a

2 − b− c
)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
)
Γ
(
1 + a

2 − c
)
Γ(1 + a− b− c)

の cの係数を比較して,

a
∑
0<n

(b)n
n(n+ a)(1 + a− b)n

= ψ0(1+a− b)+ψ0

(
1 +

a

2

)
−ψ0(1+a)−ψ0

(
1 +

a

2
− b
)

さらに bの係数を比較して, a 7→ −xとすると,

x
∑
0<n

n!

n2(n− x)(1− x)n
=
∑
0<n

(
1

(n− x)
2 − 1(

n− x
2

)2
)

この xk−1 の係数を比較して,

k−2∑
i=0

ζ⋆({1}i, k − i+ 1) = k(1− 21−k)ζ(k + 1)

両辺に
ζ⋆({1}k−1, 2) = kζ(k + 1)

を足して示される.

Proposition 6.7. 以下の等式が成り立つ.

C† = S−1
1 ◦ τ ◦ C̃ ◦ τ ◦ S1

Proof. まず, 直接計算によって

c† = S−1
1 ◦ τ ◦ c̃−1 ◦ τ ◦ S1

であることが分かる. よってこれを i回合成したものを i = 0から i = 2wt(w)− 1まで足

し合わせればよい.

Theorem 6.8 (双対巡回和公式). モニックな単項式 w ∈ H に対して, k = wt(w) と

して,
ζ⋆(yα0(C

†(w))x) = 2k(1− 2−k)ζ(k + 1)

が成り立つ.
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Proof. 前二つの命題と交代巡回和公式により,

ζ⋆(yα0(C
†(w − xk))x) = ζ⋆(yα0(S

−1
1 ◦ τ ◦ C̃ ◦ τ ◦ S1)(w − xk)x)

= ζ(yα0(τ ◦ C̃ ◦ τ ◦ S1)(w − xk)x)

= ζ(yα0(C̃ ◦ τ ◦ S1)(w − xk)x)

= 0

と,
ζ⋆(yα0(C

†(xk))x) = 2k(1− 2−k)ζ(k + 1)

が分かることから, 定理が示される.

具体例を計算してみる. まず, w = x(yx)k−1 とすると,

ζ⋆({2}k) = 2(1− 21−2k)ζ(2k)

が得られる. また, w = x2(y2x2)k とすると,

ζ⋆(3, {1, 3}k) + ζ⋆({1, 3}k, 1, 2) = 4(1− 2−4k−2)ζ(4k + 3)

が得られる. 同様に w = xh(yhxh)k を用いることで, h 個の多重ゼータスター値の和が

Riemannゼータ値の有理数倍となるような公式を得ることができる.

6.3 Aoki-Ohnoの関係式

双対巡回和公式は高さが一定であることから, それを足し合わせることによって以下が

得られる. これは巡回和公式を足し合わせて和公式が得られることの類似である.

Theorem 6.9 (Aoki-Ohnoの関係式; Aoki-Ohno [AO, Theorem 1]). 正整数 k, sに対

して, ∑
k∈I0(k,∗,s)

ζ⋆(k) = 2(1− 21−k)

(
k − 1

2s− 1

)
ζ(k)

が成り立つ. ただし I0(k, ∗, s)は重さ k, 高さ sのインデックス全体の集合を表すとする.

Proof. yw ∼ yc†(w)による同値類の 1つを αとすると, その重さを k として双対巡回和

公式を ∑
k∈α
2≤kr

ζ⋆(k) = |α|(1− 21−k)ζ(k)
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と書くことができる. よって, 左辺が全ての重さ k, 高さ sのインデックス全体を渡るよう

に足し合わせると, 右辺の (1− 21−k)ζ(k)の係数は

ye1+1xf1+1 · · · yes+1xfs+1, ye1+2xf1+1 · · ·xfs−1+1yes+1

yxf0+1ye1+1xf1+1 · · ·xfs−1+1yes+1 0 ≤ ei, fi

で重さが k であるものの個数に等しい. それは,(
k − 1

2s− 1

)
+

(
k − 2

2s− 2

)
+

(
k − 2

2s− 1

)
= 2

(
k − 1

2s− 1

)
となることから定理が示される.

Aoki-Ohno の関係式が正規化複シャッフル関係式に含まれているかどうかはまだ分

かっていないと思われる.

7 重み付き和公式

7.1 2-1公式

Proposition 7.1. 正整数m ≤ nに対して, 以下の等式が成り立つ.(
n
m

)
m2
(
n+m
m

) =
∑

m≤a≤n

1

a2

(
a
m

)(
a+m
m

)
m

(
n
m

)(
n+m
m

) + 2
∑

m<a≤n

a

(
n
a

)(
n+a
a

) = n

(
n
m

)(
n+m
m

)
1

m

(
n
m

)(
n+m
m

) + 2
∑

m<a≤n

1

a

(
n
a

)(
n+a
a

) =
∑

m≤a≤n

1

a

(
a
m

)(
a+m
m

)
2
∑

0<a≤n

1

a

(
n
a

)(
n+a
a

) =
∑

0<a≤n

1

a

Proof. 1つ目の式は

∑
m≤a≤n

1

a2

(
a
m

)(
a+m
m

) =
1

m2

∑
m≤a≤n

( (
a
m

)(
a+m
m

) − (
a−1
n

)(
a+m−1

m

)) =

(
n
m

)
m2
(
n+m
m

)
と示される. 2つ目の式は,

2
∑

m<a≤n

a

(
n
a

)(
n+a
a

) = n
∑

m<a≤n

( (
n−1
a−1

)(
n+a−1
a−1

) − (
n−1
a

)(
n+a
a

)) = n

(
n−1
m

)(
n+m
m

) =
(n−m)

(
n
m

)(
n+m
m

)
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より示される. 3つ目の式は 1つ目と 2つ目の式を用いて,

1

m

(
m
n

)(
n+m
m

) + 2
∑

m<a≤n

1

a

(
n
a

)(
n+a
a

)
=

∑
m≤b≤n

1

b2
m

(
b
m

)(
b+m
m

) + 2
∑

m≤a≤b≤n

1

b2
a

(
b
a

)(
b+a
a

)
=

∑
m≤b≤n

1

b

(
b
m

)(
b+m
m

)
と示される. 4つ目の式は 3つ目の式にm = 1を代入して両辺に n

n+1 を足せばよい.

集合 Aの要素数を ♯Aと表すことにすると, インデックス k = (k1, . . . , kr)に対して,

ζ♯(k) =
∑

0<n1≤···≤nr

2♯{n1,...,nr}

nk1
1 · · ·nkr

r

と表すことができる.

Theorem 7.2 (2-1公式; Zhao [Z, Theorem 6.1]). 0 ≤ k1, . . . , kr−1, 0 < kr に対して,

ζ♯(2k1 + 1, . . . , 2kr + 1) = ζ⋆(1, {2}k1 , . . . , 1, {2}kr )

が成り立つ.

Proof. 空でないインデックス k, lに対して,

ZN (k1, . . . , kr;∅) :=
∑

0<m1≤···≤mr≤N

2♯{m1,...,mr}

mk1
1 · · ·mkr

r

(
N
mr

)(
N+mr

mr

)
ZN (k1, . . . , kr; l1, . . . , ls) :=

∑
0<m1≤···≤mr≤n1≤···≤ns≤N

2♯{m1,...,mr}

mk1
1 · · ·mkr

r

(
n1

mr

)(
n1+mr

mr

) 1

nl11 · · ·nlss

とすると, 前の命題より,

ZN (k1, . . . , kr−1, kr + 2; l1, . . . , ls) = ZN (k1, . . . , kr−1, kr; 2, l1, . . . , ls)

ZN (k1, . . . , kr, 1; l1, . . . , ls) = ZN (k1, . . . , kr−1, kr; 1, l1, . . . , ls)

ZN (1; l1, . . . , ls) = ζ⋆≤N (1, l1, . . . , ls)

が成り立つ. よって,

ZN (k1, . . . , kr, 2h+ 1; l1, . . . , ls) = ZN (k1, . . . , kr−1, kr; 1, {2}h, l1, . . . , ls)
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であることが分かるから,

ZN (2k1 + 1, . . . , 2kr + 1;∅) = ZN (2k1 + 1, . . . , 2kr−1 + 1; 1, {2}kr )

= ZN (2k1 + 1, . . . , 2kr−2 + 1; 1, {2}kr−1 , 1, {2}kr )

= · · ·

= ZN (2k1 + 1; 1, {2}k2 , . . . , 1, {2}kr )

= ζ⋆≤N (1, {2}k1 , . . . , 1, {2}kr )

が得られる. N → ∞として定理が得られる.

具体例を挙げると, 深さ 2の場合,

ζ♯(2k1 + 1, 2k2 + 1) = ζ⋆(1, {2}k1 , 1, {2}k2)

となる.

2-1公式は, 交代多重ゼータ値を用いることによって, 多重ゼータスター値の方を一般の

インデックスに拡張できることが Zhao [Z]において示されている.

7.2 Eie-Liaw-Ongの重み付き和公式

Definition 7.3. 正整数 hとインデックス kに対して,

Oh(k) :=
∑

0≤e1,...,er
|e|=h

ζ(k ⊕ e)

と定義する.

Ohno関係式より, Oh(k) = Oh(k
†)が成り立つことが分かる.

Proposition 7.4. 正整数 k, r に対して,

2
∑

k∈I(k,r)

(2ki − 1)ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1) = ζ♯(r − i+ 1, {1}k−r−1, i+ 1)

が成り立つ.
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Proof. Ohno関係式を用いることによって,

ζ♯(r − i+ 1, {1}k−r−1, i+ 1) =

k−r∑
j=0

2j+1Ok−r−j(r − i+ 1, {1}j−1, 2i+ 1)

= 2
k−r∑
j=0

2jOk−r−j({1}i−1, j + 1, {1}r−i−1, 2)

= 2
∑

k∈I(k,r)
0≤j<ki

2jζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)

= 2
∑

k∈I(k,r)

(2ki − 1)ζ(k1, . . . , kr−1, kr + 1)

と計算できる. ただし上の計算の j = 0のとき, (a, {1}j−1, b)は (a + b − 1)と見なすも

のとする.

Theorem 7.5 (Eie-Liaw-Ong の重み付き和公式; Eie-Liaw-Ong [ELO, Main Theo-

rem]). 正整数 k, r に対して,∑
k∈I(k,r)

(2k2 + 2k4 + · · ·+ 2k2r )ζ(k1, . . . , k2r−1, k2r + 1) =
k + 2r

2
ζ(k + 1)

が成り立つ.

Proof. 一つ前の命題と 2-1公式を用いて,

2
r∑

i=1

∑
k∈I(k,2r)

(2k2i − 1)ζ(k1, . . . , k2r−1, k2r + 1) = ζ♯(2r − 2i+ 1, {1}k−2r−1, 2i+ 1)

=
r∑

i=1

ζ⋆(1, {2}r−i, {1}k−2r, {2}i)

が成り立つ. 一方巡回和公式より,

r∑
i=1

ζ⋆(1, {2}r−i, {1}k−2r, {2}i) = kζ(k + 1)

であるから,

2
r∑

i=1

∑
k∈I(k,2r)

(2k2i − 1)ζ(k1, . . . , k2r−1, k2r + 1) = kζ(k + 1)

両辺を 2で割って和公式を用いることによって, 定理を得る.

これは Ohno-Zudilinの重み付き和公式の一般化になっている.
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7.3 Kawamura-Maesaka-Onoの重み付き和公式

Theorem 7.6 (Kawamura-Maesaka-Onoの重み付き和公式; Kawamura-Maesaka-Ono

[KMO, Theorem 1.1]). 正整数 k, r に対して,∑
k∈I0(k,r)

(2kr−1 − 1)ζ♯(k) = 2(2k−1 − 1)ζ(k)

が成り立つ.

Proof. Dixonの恒等式

∑
0≤n

(a, b, c)n
n!(1 + a− b, 1 + a− c)n

=
Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)Γ

(
1 + a

2 − b− c
)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
)
Γ
(
1 + a

2 − c
)
Γ(1 + a− b− c)

の cの係数を比較して,

a
∑
0<n

(b)n
n(n+ a)(1 + a− b)n

= ψ0(1+a− b)+ψ0

(
1 +

a

2

)
−ψ0(1+a)−ψ0

(
1 +

a

2
− b
)

を得る. a 7→ −2u, b 7→ v − uとして, 得られる

∑
0<n

(
1

n
− 1

n− 2u

)
(1− u+ v)n−1

(1− u− v)n

=
1

v − u
(ψ0(1− u− v) + ψ0(1− u)− ψ0(1− 2u)− ψ0(1− v))

を和公式から得られる∑
0<n

(1− u− v)n−1

n(1− u+ v)n
=

1

v − u
(ψ0(1− u− v)− ψ0(1− 2v))

から引いて,

∑
0<n

(1− u+ v)n−1

(n− 2u)(1− u− v)n
=

1

v − u
(ψ0(1− v) + ψ0(1− 2u)− ψ0(1− u)− ψ0(1− 2v))
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左辺は ∑
0<n

(1− u+ v)n−1

(n− 2u)(1− u− v)n

=
∑
0<r

vr−1
∑

0<n1≤···≤nr

2♯{n1,...,nr}−1

(n1 − u) · · · (nr−1 − u)(nr − u)(nr − 2u)

=
1

2

∑
0<k,r

vr−1uk−r−1
∑

k∈I0(k,r)

(2kr−1 − 1)ζ♯(k)

と展開できる. 一方, 右辺は

1

v − u
(ψ0(1− v) + ψ0(1− 2u)− ψ0(1− u)− ψ0(1− 2v))

=
1

v − u

∑
0<k

(2k−1 − 1)ζ(k)(vk−1 − uk−1)

=
∑

0<r<k

vr−1uk−r−1(2k−1 − 1)ζ(k)

となることから定理が示される.

これも Ohno-Zudilinの重み付き和公式の一般化になっていることが分かる.
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