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この PDFは, 級数についてできるだけ前提知識を仮定せずに解説したものである. そ

して全て積分を用いずに証明を記述することにした. その理由としては, 級数に関する等

式はできるだけ級数変形だけで示すことが本質的に重要だという筆者の考えがあり, より

初等的な級数変形による証明を書くことがその考えをより深めてくれると思ったからであ

る. 級数は初等的に扱える対象であるが, 様々な観点からのアプローチが存在し, 深い数学

と関わっていることもあるのが魅力の 1つであると思う. それらの別のアプローチについ

てはまたいずれ別の機会にでも書きたいと思う.
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1 級数の収束性

この節では, 後に必要となる級数の収束性に関するいくつかの定理を用意する.

1.1 記法

特に断らない限り, n,mは自然数を表すものとする. ここで, 自然数は 0を含めないと

する. 複素数列 {an}に対し, 整数 r, sが r > sのとき,

s∑
n=r

an := 0

と約束する.
∑
の下に条件を書いたとき, その条件を満たす整数の組全体の和とする. 例

えば, ∑
0<n<m

an,m

と書いたとき, 0 < n < mを満たす (n,m)の組全体について, an,m を足し合わせるとい

うことである. また, ∑
n

an
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は特に断らない限り, 整数全体をわたる和とする.

同様に積記号を, 複素数列 {an}に対し, 整数 r, sが r > sのとき,

s∑
n=r

an := 1

と約束する.

Kroneckerのデルタを

δi,j =

{
1, i = j

0, i ̸= j

と定める.

Landauの記号,
f(x) = g(x) +O(h(x)), (x→ a)

による表記を, a ∈ Cのとき, ある定数 δ > 0とM > 0が存在し, 任意の |x − a| < δ に

対し,
|f(x)| < M |g(x)|

であることと定める. また, a = ∞のときは, ある定数 R > 0とM > 0が存在し, 任意

の |x| > Rに対し,
|f(x)| < M |g(x)|

であることと定める. 無限大については, 0でない有限値 cに対し,

c

0
= ∞,

c

∞
= 0, c±∞ = c · ∞ = ∞

のように定めるとする. ただし,

∞−∞,
∞
∞
,

0

0
0 · ∞

などは不定形といい, 値を定めないとする.

1.2 収束性に関する定理

次の定理は個人的に面白いと思っている級数の収束判定法である.

Theorem 1.1. an を非負な単調減少数列とする.
∑∞

n=1 an が収束することは,

∞∑
n=0

2na2n

が収束することと同値である.
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Proof. 以下の式変形により, 片方は示される.

2N−1∑
n=1

an = a1 + (a2 + a3) + · · ·+ (a2N−1 + · · ·+ a2N−1)

≤ a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2N−1a2N−1

=

N−1∑
n=0

2na2n .

もう一方は, 以下のように示される.

2N∑
n=1

an =
1

2
a1 +

1

2
a1 + a2 + (a3 + a4) + · · ·+ (a2N−1+1 + · · ·+ a2N )

≥ 1

2
a1 + a2 + 2a4 + · · ·+ 2N−1a2N

=
1

2

N∑
n=0

2na2n .

これにより, 積分を用いることなく次の収束判定ができるのである.

Theorem 1.2.
∑

0<n n
−α は α ≤ 1のとき発散し, 1 < αのとき, 収束する.

Proof. Theorem 1.1より, ∑
0≤n

2n(2n)−α =
∑
0≤n

2n(1−α)

の収束, 発散を考えることにより, 定理を得る.

上の定理において, 実数乗が前提知識として仮定されているが, 指数関数や対数関数の

正確な定義は後に与えることにする.

Riemannゼータ関数を 1 < sに対し,

ζ(s) :=
∑
0<n

1

ns

と定義しておく. 上の定理により, これは収束することがわかる. sが自然数のときの ζ(s)

の値を Riemannゼータ値という. 複素数への拡張は後に述べる.

Theorem 1.3.
∑

1<n n
−1(lnn)−α は α ≤ 1のとき発散し, 1 < αのとき, 収束する.
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Proof. Theorem 1.1より,∑
0<n

2n(2n)−1(ln 2n)−α = (ln 2)−α
∑
0<n

n−α

の収束, 発散を考えることにより, 定理を得る.

同様の手法を用いて,
∑

(n lnn)−1(ln lnn)−α などの収束条件を得ることができるが,

それはここでは割愛する.

次の定理が実用的に重要である. より精密な判定法については必要に応じて微積分の教

科書を参照するとよい.

Theorem 1.4 (d’Alembert’s ratio test).
∑∞

n=1 an は, α = limn→∞ |an+1/an|が収束
するとき, α < 1のとき収束, α > 1のとき発散する.

Proof. α < 1のとき, α < β < 1となる β をとり, 仮定より十分大きな N をとると, 任意

の n ≥ N に対し, |an+1| < β|an|である. これを繰り返し用いて, 任意の n ≥ N に対し,

|an| < βn−N |aN |が得られる. よって級数は収束する. 1 < αのときも全く同様に示され

る.

1.3 絶対収束

Definition 1.5. 級数
∑

0<n an は
∑

0<n |an|が収束するとき, 絶対収束するという.

級数が絶対収束するということは, 項の順番を自由に入れ替えて良いということである.

よって, 絶対収束している場合はそうでない場合より級数が扱いやすくなるのである.

Proposition 1.6. 級数
∑

0<n an が絶対収束するならば, 収束する.

Proof. 三角不等式 ∣∣∣∣∣∑
0<n

an

∣∣∣∣∣ ≤∑
0<n

|an|

より分かる.

1.4 一様収束

一様収束性に関する基本的な定理を示しておく.
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Definition 1.7. 関数列 {fn}に対し, fn → f が S ⊂ C上で一様収束であるとは, 任意

の ε > 0に対し, 自然数 N が存在し, 任意の n > N と x ∈ S に対し,

|fn(x)− f(x)| < ε

が成り立つことである.

S ⊂ Cの任意の有界閉集合上で一様収束することを, S 上でコンパクト一様収束すると

いう.

Theorem 1.8. Mn = supx∈S |fn(x)| とする,
∑∞

n=1Mn が収束するならば,
∑N

n=1 fn

が S 上一様収束する. このとき, 級数
∑∞

n=1 fn は一様収束するという.

Proof.

sup
x∈S

∣∣∣∣∣
∞∑

n=1

fn(x)−
N∑

n=1

fn(x)

∣∣∣∣∣ = sup
x∈S

∣∣∣∣∣
∞∑

n=N+1

fn(x)

∣∣∣∣∣
≤

∞∑
n=N+1

Mn.

ここで, N → ∞として右辺が 0に収束することにより, 定理を得る.

Theorem 1.9. S ⊂ C上の連続関数列 {fn}が f に S 上一様収束するならば, f は S 上

の連続関数である.

Proof. ε > 0, a ∈ S を任意にとる. fn の連続性より, 十分小さく δ をとれば, 任意の

|x− a| < δ に対し,
|fn(x)− fn(a)| < ε

である. また, fn → f が一様収束であることにより, 十分大きく N をとれば任意の

n > N と x ∈ S に対し,
|fn(x)− f(x)| < ε

である, よって,

|f(x)− f(a)| ≤ |fn(x)− f(x)|+ |fn(x)− fn(a)|+ |fn(a)− f(a)| < 3ε.
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1.5 べき級数

べき級数は代表的な級数で, これから扱う多くの級数がべき級数である.

Definition 1.10. an を複素数列とする.

f(x) =

∞∑
n=0

anx
n

の形の級数をべき級数といい, べき級数で表されるような f を解析関数という. |x| < R

のとき収束し, R < |x|のとき発散するような実数 Rが存在するとき, Rを収束半径とい

う. そのような Rが存在しないとき, R = ∞と定義する. {x ∈ C; |x| < R}を収束円と
いう.

Theorem 1.11. an を複素数列とする. べき級数

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n

の収束半径は, limn→∞ |an/an+1|が収束するとき,

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣
で与えられる.

Proof.

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣∣ = |x| lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣
だから, Theorem 1.4より,

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ anan+1

∣∣∣∣
とすれば, |x| < Rのとき収束, |x| > Rのとき発散する.

Theorem 1.12. べき級数は収束円内で連続である.

Proof. Rを収束半径とし, 任意に収束円内の点 r をとる. このとき |r| < R0 < Rをとる

と, |x| ≤ R0 に対し, |anxn| < |an|Rn
0 と, Theorem 1.8より, べき級数は |x| ≤ R0 上で

一様収束する. よって, Theorem 1.9により, べき級数は r において連続である. r は任意

だったから収束円内で連続である.
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次の定理は非常に強力な定理である. これを用いることによって, べき級数に関する等

式はより容易に証明できることがある.

Theorem 1.13 (一致の定理). 2つのべき級数
∑∞

n=0 anx
n,
∑∞

n=0 bnx
n を考える. 0を

集積点に持つ集合の上で,
∞∑

n=0

anx
n =

∞∑
n=0

bnx
n

ならば, an = bn である.

Proof. cn = an − bn とすることにより,

∞∑
n=0

cnx
n = 0

ならば, cn = 0であることを示せばよい. cn ̸= 0となる nが存在したとし, その最小のN

をとる. このとき, 両辺を xN で割り,

∞∑
n=0

cn+Nx
n = 0.

ここで, x→ 0とすると, cN = 0を得る. これは矛盾である.

Theorem 1.14 (Abel の連続性定理). 収束半径 1 のべき級数の
∑∞

n=0 anx
n に対し,∑∞

n=0 an が収束するとする. このとき, |x| < 1で, |1−x|1−|x| が有界であるように x→ 1とす

ると,

lim
x→1

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

an

が成り立つ.

Proof. 定数を加えて,
∑∞

n=0 an = 0 であるとしてよい. sn =
∑n

k=0 ak とする. 任意の

ε > 0に対し, 十分大きく N をとると, 任意の n > N に対し, |sn| < εとなるから,

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

(sn − sn−1)x
n

= (1− x)
∞∑

n=0

snx
n

= (1− x)
N∑

n=0

snx
n + (1− x)

∞∑
n=N+1

snx
n.
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|x| < 1で, 十分大きいM に対し, |1−x|1−|x| < M であるように x→ 1とすると,

lim
x→1

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

anx
n

∣∣∣∣∣ ≤ lim
x→1

|1− x|
∑

n=N+1

|sn||x|n

≤ ε
|1− x|
1− |x|

≤ εM.

εは任意だったから, 定理が成り立つ.

上の定理のように, |1−x|1−|x| が有界であるように 1に近づくことを, Stolzの角の中から 1

に近づくという. 特に実数上で x < 1の方から, x→ 1とするとき, この条件を満たす. 上

の定理の収束半径が 1で 1に近づく, という仮定は強いように思えるかもしれないが, 実

際には x→ αx, α ∈ Cと置換することで, 任意の収束半径とその収束半径と同じ絶対値を

持つ値に近づくときにも使えるのである.

2 初等関数

この節では, 初等関数を級数により導入する. 級数展開自体を初等関数の定義としてい

くことで, 比較的容易に様々な命題を示すことができるのである. ただし, 積分を用いない

という方針のため, lnx, arcsinx, arctanxの級数展開は後の節にまわすことにした.

2.1 多項式

ここでは, 基本的な多項式に関する定理を証明する. 具体的な多項式列については後に

扱う.

Definition 2.1 (多項式). ak ∈ C, k = 0, . . . , nとする.

n∑
k=0

akx
k = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n

の形の級数を多項式という.

Definition 2.2 (二項係数). 非負整数 n, k に対し,(
n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

1 · 2 · · · k

と二項係数を定義する. また, k < 0または n < k のとき 0とする.
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定義より, 二項係数は漸化式(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
を満たすことが分かる.

Theorem 2.3 (二項定理). 非負整数 nと複素数 x, y に対し,

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k,

が成り立つ. 特に y = 1として,

(1 + x)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xk,

が成り立つ.

Proof. 数学的帰納法により示す. n = 0のとき明らか. n ≥ 1とする. n − 1のとき成り

立つと仮定すると,

(x+ y)n = (x+ y)(x+ y)n−1

= (x+ y)

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k−1

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk+1yn−k−1 +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=
n∑

k=0

(
n− 1

k − 1

)
xkyn−k +

n∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=
n∑

k=0

((
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
xkyn−k.

ここで, (
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
であるから, 定理を得る.

上の定理に関して, よく知られた組合せ論な証明を与えることもできるが, それは割愛

する.
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2.2 幾何級数

次は最も基本的な級数である.

Theorem 2.4. 複素数 x ̸= 1と, 任意の非負整数 nに対し,

n−1∑
k=0

xk =
1− xn

1− x

が成り立つ.

Proof.

(1− x)

n−1∑
k=0

xk =

n−1∑
k=0

(xk − xk+1)

= 1− xn

の両辺を 1− xで割ればよい.

これを用いて, 以下の定理を得る.

Theorem 2.5. 複素数 |x| < 1に対し,

∞∑
n=0

xn =
1

1− x

が成り立つ.

Proof. Theorem 2.4において, n→ ∞とすると,

∞∑
k=0

xk = lim
n→∞

1− xn

1− x
=

1

1− x
.

ここにおいて, 左辺は x = −1では収束しないが, 右辺は x = −1で 1
2 になる. よって,

正の方向から xを −1に近づけると

lim
x→−1

∞∑
k=0

xk = lim
x→−1

1

1− x
=

1

2

12



が成り立つ. これによって, 発散級数

∞∑
k=0

(−1)k

に 1
2 という意味のある値を与えることができる. このように, べき級数が x = aで発散し

ていても x→ aが存在するとき, その値を与えることを Abel総和法という.

Theorem 2.6 (負の二項定理). 複素数 |x| < 1と非負整数 nに対し,

(1− x)−n =

∞∑
k=0

(
n+ k − 1

k

)
xk

が成り立つ.

Proof. 数学的帰納法により示す. n = 0のとき明らか. n ≤ 1とする. n − 1のとき成り

立つと仮定すると, Theorem 2.5より,

(1− x)−n =
1

1− x
· (1− x)−(n−1)

=
∞∑
j=0

xj
∞∑
k=0

(
n+ k − 2

k

)
xk

=
∑
0≤j,k

(
n+ k − 2

k

)
xj+k

=

∞∑
r=0

xr
r∑

k=0

(
n+ k − 2

k

)
.

ここで,

r∑
k=0

(
n+ k − 2

k

)
=

r∑
k=0

((
n+ k − 1

k

)
−
(
n+ k − 2

k − 1

))
=

(
n+ r − 1

r

)
より定理が示された.

さて, ここで新たな記号を導入する.

Definition 2.7 (Pochhammer記号). 複素数 aと自然数 nに対して (a)n を

(a)0 = 1, (a)n =
n−1∏
k=0

(a+ k), (a)−n =
(−1)n

(1− a)n

13



と定める.

この記号を用いることにより,

(
n

k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
= (−1)k

(−n)k
k!(

n+ k − 1

k

)
=
n(n+ 1) · · · (n+ k − 1)

k!
=

(n)k
k!

というようになる. よって, 二項定理と負の二項定理をまとめて, nを整数として,

(1− x)−n =
∞∑
k=0

(n)k
k!

xk

と統一的に表せることが分かる. この n を複素数に一般化したものを一般二項定理とい

い, 後に示す.

2.3 有理関数

有理関数とは,　多項式の比で表される関数のことである. 有理関数に対し, 部分分数分

解は級数においてはよく用いられる方法であるが, 一般に分母の一次式への因数分解には

代数学の基本定理を要する. それはここでは分解できるものと仮定することにする.

Theorem 2.8. a1, . . . , ar を相異なる複素数とし, f(x) を任意の多項式とする. このと

き, 有理関数
f(x)

(x+ a1)n1 · · · (x+ ar)nr

は以下の形に部分分数分解される.

r(x) +
r∑

i=1

ni∑
j=1

bi,j
(x+ ai)j

.

ここで, r(x)は多項式で, bi,j は定数である.

Proof. r > 1のとき,

1

(x+ a1)(x+ a2)
=

1

a2 − a1

(
1

x+ a1
− 1

x+ a2

)

14



により, 分母の次数を 1減らすことができる. これを繰り返すことにより, r = 1の場合に

帰着する. よって,
f(x)

(x+ a)n

について上の形に帰着されることを示せばよい. y = x+ aと置くと, f(x) = f(y − a)で

あり, これは y の多項式であるから, 多項式 r(y)と定数 bi により,,

f(y − a)

yn
= r(y) +

n∑
i=0

bi
yi

という形で表せる.

部分分数分解は特に以下の形が有用である.

Theorem 2.9. 相異なる複素数 a1, . . . , ar に対し,

1

(x+ a1) · · · (x+ ar)
=

r∑
i=0

1

x+ ai

∏
0≤j≤r
j ̸=i

1

aj − ai

が成り立つ.

Proof. Theorem 2.8より,

1

(x+ a1) · · · (x+ ar)
=

b1
x+ a1

+ · · ·+ br
x+ ar

となるような, b1, . . . , br が存在する. 両辺に x+ ai をかけると,

∏
0≤j≤r
j ̸=i

1

x+ aj
= bi + (x+ ai)

 ∑
0≤j≤r
j ̸=i

bj
x+ aj

 ,

ここで, x→ −ai とすると, ∏
0≤j≤r
j≠i

1

aj − ai
= bi

より, 定理が示された.
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2.4 指数関数

指数関数には様々な定義があるが, ここでは扱いやすさのため, 級数により定義するこ

とにする.

Definition 2.10. 指数関数を以下のべき級数により, 定義する.

ex :=
∞∑

n=0

xn

n!
.

これは収束半径が∞なので, 複素平面全域で定義できる. 特に e = e1 と定義する.

指数関数は以下で定義されることもある.

Proposition 2.11. 以下の等式が成り立つ.

ex = lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
.

Proof.

(
1 +

x

n

)n
=

n∑
k=0

xk

nk

(
n

k

)

=
n∑

k=0

xk

k!

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)

=

n∑
k=0

xk

k!
+O

(
1

n

)
(n→ ∞)

より, n→ ∞とすればよい.

Theorem 2.12 (指数関数の加法定理). 任意の x, y ∈ Cに対し,

ex · ey = ex+y

が成り立つ.
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Proof. 二項定理より, 以下の計算により示される.

ex · ey =

∞∑
n=0

xn

n!

∞∑
m=0

ym

m!

=
∑

0≤n,m

xnym

n!m!

=
∞∑
r=0

1

r!

r∑
n=0

(
r

n

)
xnyr−n

=

∞∑
r=0

(x+ y)r

r!

= ex+y

これによって, 特に整数 nに対し, (ex)n = enx が成り立つことが分かる. また, ex = 0

となるような xが存在すると, 恒等的に 0になってしまうので, そのような xは存在しな

いことが分かる. これは実数においては, 常に正であることを意味する. 次に, 重要な性質

を示す.

Proposition 2.13. xを実数としたとき,

|eix| = 1

が成り立つ.

Proof. 前定理より,
|eix|2 = eix · e−ix = 1

であることから従う.

これにより, 指数関数の絶対値が, 純虚数においては, 1であるので, x = a+ bi; a, b ∈ R
に対し, 以下のような計算ができる.

|ea+bi| = |ea||ebi| = ea

Theorem 2.14 (指数関数の周期性). 以下が成り立つ.

(i) eix = −1となる最小の x > 0が存在する. それを π と定義する.

(ii) 任意の x ∈ Cに対し, ex+πi = −ex.
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(iii) ex = 1の解全体は {2πin;n ∈ Z}で尽くされる.

Proof. まず (i)を示す. 22n/(2n)!は 0 < nのとき単調減少であることが,

22n+2

(2n+ 2)!
=

2

n(2n+ 1)

22n

(2n)!
<

22n

(2n)!

より分かる. よって, e2i の実部は,

∞∑
n=0

(−1)n22n

(2n)!
< 1− 22

2!
+

24

4!
< 0

だから, e0 = 1であることと ex の連続性より, eia = iまたは eia = −iとなる 0 < a < 2

が存在する. このとき, b = 2aとすれば,

eib = eia · eia = −1

である. よって, eix = −1となる x > 0が存在し, eix は 0 < xが 0に十分近いところで

虚部が 0でないことにより, その中で最小のものがとれる. それを π とすればよい.

(ii)を示す. 指数関数の加法定理より,

ex+πi = ex · eπi = −ex.

(iii)を示す. ex はその表示から, 0 ≤ xのとき狭義単調増加である. また, x ≤ 0のとき

も (ex)−1 = e−x だから, 狭義単調増加よって特に ex = 1の解は実数上で x = 0のみであ

る. x, y を実数として, ex+yi = 1のとき, x = 0であることを示せば, (ii)と合わせて定理

を得るが, これは
1 = |ex+yi| = ex

であることにより従う.

一般に任意の x ∈ Cに対し, f(x + α) = f(x)を満たす関数を周期関数といい, α > 0

が最小のとき, その周期という. eix は周期 2π の周期関数である.

上の定理より, e2πik/n, k = 0, . . . , n− 1は全て異なるので, これらが xn = 1の n個の

解を与える.

2.5 三角関数

三角関数も指数関数と同様にべき級数により導入するが, 指数関数がべき級数により定

義されているので, 直接指数関数により定義しても同じことである.
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Definition 2.15. x ∈ Cにおいて, 三角関数を以下のべき級数により定義する.

sinx :=

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1

cosx :=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n

tanx :=
sinx

cosx

cotx :=
cosx

sinx
.

sinx, cosxの収束半径は∞である.

Theorem 2.16 (Eulerの公式). 以下の等式が成り立つ.

eix = cosx+ i sinx.

Proof. 以下の計算により示される.

eix =
∞∑

n=0

(ix)2n

(2n)!
+
∞∑

n=0

(ix)2n+1

(2n+ 1)!

=
∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n + i

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1

= cosx+ i sinx.

これより, 三角関数の指数関数による表示,

sinx =
eix − e−ix

2i

cosx =
eix + e−ix

2

を得る. これより, sinxの零点全体の集合は

eix − e−ix = 0

を解いて, {πn;n ∈ Z}であり,

cosxの零点全体の集合は
eix + e−ix = 0

を解いて,
{

π
2 + πn;n ∈ Z

}
である

19



Proposition 2.17. sinπ = 0, cosπ = −1が成り立つ.

Proof. eiπ = −1の実部, 虚部を考えればよい.

Theorem 2.18 (三角関数の加法定理). x, y ∈ Cに対し,

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

cos(x+ y) = cosx cos y − sinx sin y.

Proof. x, y のべき級数として, 一致の定理より, x, y が実数の場合に示せば十分である.

cos(x+ y) + i sin(x+ y)

= ei(x+y)

= eix · eiy

= (cosx+ i sinx)(cos y + i sin y)

= cosx cos y − sinx sin y + i(sinx cos y + cosx sin y).

この実部, 虚部を比較すればよい.

特に, x = y として, 以下の倍角公式を得る.

sin 2x = 2 sinx cosx

cos 2x = cos2 x− sin2 x.

また, cosxの加法定理において, x = −y とすることで,

sin2 x+ cos2 x = 1

が得られる. これを書き直すと,

1 + tan2 x =
1

cos2 x

となる. これもよく用いられる.

Theorem 2.19 (倍角公式). 以下の等式が成り立つ.

sinnx =
n∑

k=0

(
n

k

)
sink x cosn−k x sin

πk

2

cosnx =

n∑
k=0

(
n

k

)
sink x cosn−k x cos

πk

2
.
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Proof. xを実数として示せば十分.

cosnx+ i sinnx = (cosx+ i sinx)n

=
n∑

k=0

(
n

k

)
ik sink x cosn−k x

=

n∑
k=0

(
n

k

)
sink x cosn−k x

(
cos

πk

2
+ i sin

πk

2

)
の実部, 虚部を比較すればよい.

Theorem 2.20 (三角関数の周期性). 任意の x ∈ Cに対し, 以下が成り立つ.

sin(x+ π) = − sinx

cos(x+ π) = − cosx

tan(x+ π) = tanx

cot(x+ π) = cotx.

Proof. 加法定理より,

sin(x+ π) = sinx cosπ + cosx sinπ = − sinx

cos(x+ π) = cosx cosπ − sinx sinπ = − cosx.

下 2つは, sinx, cosxの周期性から従う.

tanx, cotxの加法定理は sinx, cosxの加法定理から導出することができる.

Theorem 2.21 (加法定理). 以下の等式が成り立つ.

tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y

cot(x+ y) =
cotx cot y − 1

cotx+ cot y
.

Proof. sinx, cosxの加法定理より,

tan(x+ y) =
sinx cos y + cosx sin y

cosx cos y − sinx sin y

=
tanx+ tan y

1− tanx tan y
,

cot(x+ y) =
cosx cos y − sinx sin y

sinx cos y + cosx sin y

=
cotx cot y − 1

cotx+ cot y
.

21



Theorem 2.22 (乗法公式). 以下の等式が成り立つ.

sinnx = 2n−1
n−1∏
k=0

sin

(
x+

πk

n

)
.

Proof. 因数分解

1− xn =
n−1∏
k=0

(1− xe2πik/n)

において, x→ e−2ix として,

1− e−2inx =
n−1∏
k=0

(1− e−2i(x+πk/n))

を得る. ここで
1− e−2inx = 2ie−inx sinnx

であり, また

n−1∏
k=0

(1− e−2i(x+πk/n)) =
n−1∏
k=0

2ie−i(x+πk/n)
n−1∏
k=0

sin

(
x+

πk

n

)

= (2i)ne−inx−i(n−1)/2
n−1∏
k=0

sin

(
x+

πk

n

)

= 2nie−inx
n−1∏
k=0

sin

(
x+

πk

n

)
であるから

sinnx = 2n−1
n−1∏
k=0

sin

(
x+

πk

n

)

1− xn の因数分解という, よく知られた式がこのような美しい乗法公式と同値であるこ

とは非常に興味深いと思う.

三角関数に似たような性質を持つ関数として, 以下の双曲線関数がある.
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Definition 2.23. x ∈ Cにおいて, 双曲線関数を以下のように定義する.

sinhx :=
ex − e−x

2

coshx :=
ex + e−x

2

tanhx :=
sinhx

coshx

cothx :=
coshx

sinhx
.

三角関数と全く同様に以下のように級数展開できるが, これは簡単なので省略する.

sinhx =
∞∑

n=0

x2n+1

(2n+ 1)!

coshx =
∞∑

n=0

x2n

(2n)!
.

2.6 対数関数

指数関数は実数上で狭義単調増加なので, 実関数として逆関数が考えられる. これも級

数として導入することもできるが, やはり逆関数であるということが重要だと感じたので,

それを定義にすることにした.

Definition 2.24. 0 < x に対し, ey = x を満たす y ∈ R が一意に存在し, lnx と表す.

負の実数ではない任意の 0でない複素数 xは x = |x|eiθ,−π < θ < π と一意的に表され

るので, arg x := θ と定義する. そのときの対数関数の値を lnx := ln |x|+ i arg xと定義

する. これにより, 対数関数の引数が負の実数と 0である場合を除き, eln x = ln ex = xが

成り立つことが分かる.

この関数の級数展開は形式的べき級数論を用いて, 次の節に示すことにする.

Proposition 2.25. 0 < x, y に対し, 以下の等式が成り立つ.

lnxy = lnx+ ln y.

Proof.
ex · ey = ex+y

において, x→ lnx, y → ln y として,

xy = eln x+ln y.
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つまり,
lnxy = lnx+ ln y.

一般に, lnxy = lnx+ ln y は成り立たないことに注意する必要があるが, 成り立たない

場合は 2πiの差が現れることが上の命題と, lnxの定義より分かる.

Definition 2.26. 0 < aと複素数 xに対し,

ax := ex ln a

と定義し, 根号を √
x := x1/2

と定義する.

2.7 逆三角関数

三角関数も値域や定義域を制限することによって, 実関数として定義される. これに関

しては級数展開を得ることはその定義からはそれほど容易ではないが, 後に超幾何級数を

用いて級数展開を得る.

Definition 2.27. 逆三角関数を以下のように定義する.

(i) arcsinx := −i ln(ix+
√
1− x2)

(ii) arctanx := i
2 ln

(
1−ix
1+ix

)
このように定義された逆三角関数は, 実数 |x| < π

2 に対し,

arcsin sinx = −i ln(i sinx+
√

1− sin2 x)

= −i ln eix

= x.

また,

arctan tanx =
i

2
ln

(
1− i tanx

1− i tanx

)
=
i

2
ln e−2ix

= x

24



となることが分かるので, 実関数としての逆関数を定めることが分かる.

Theorem 2.28 (加法定理). 以下の等式が成り立つ.

arcsinx+ arcsin y = arcsin
(
x
√

1− y2 + y
√

1− x2
)

arctanx+ arctan y = arctan
x+ y

1− xy
.

Proof. 三角関数の加法定理,

sin(x+ y) = sinx cos y + cosx sin y

tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tanx tan y

より得られる.

上の定理で特に arctanxの加法定理は比較的単純なので, それを用いた級数が数多く存

在する. いくつか行列式を前提知識として仮定する.

3 形式的べき級数

3.1 形式的べき級数環

形式的べき級数環は代数的に環になっているのであるが, ここでは特に環の知識を仮定

しない.

Definition 3.1. 複素数を係数とする多項式

n∑
k=0

akx
k

全体を多項式環といい, C[x]と表す.

Definition 3.2. 複素数を係数とする収束性を無視した形式的なべき級数

f(x) =
∞∑

n=0

anx
n

を形式的べき級数という. その全体を形式的べき級数環といい, C[[x]]と表す. a0 を定数

項という. ar = [xr]f と表す.
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多項式環は形式的べき級数環に含まれる. 形式的べき級数同士の積を( ∞∑
n=0

anx
n

)( ∞∑
n=0

bnx
n

)
=

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
xn

と定める.

Theorem 3.3. 以下が成り立つ.

(i) 定数項が 0でなければ, 形式的べき級数 A(x) =
∑∞

n=0 anx
n が逆元を持つ. つまり,

f(x)g(x) = 1 となる g(x) =
∑∞

n=0 bnx
n ∈ C[[x]] が存在する. これを f(x)−1 と

表す.

(ii) br は以下で与えられる.

br =
(−1)r

ar+1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 . . . ar−1 ar
a0 a1 . . . ar−2 ar−1
...

...
. . .

...
0 0 . . . a1 a2
0 0 . . . a0 a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Proof. (i)任意の r に対し, a0 ̸= 0より, 以下の bk, k = 0, . . . , r に対する方程式が一意に

解をもつことより従う.
a0 a1 . . . ar
0 a0 . . . ar−1
...

...
. . .

...
0 0 . . . a0




br
br−1
...
b0

 =


0
0
...
1

 .

(ii)上の方程式に Cramerの公式を用いればよい.

Theorem 3.4. f(x) =
∑∞

n=0 anx
n, g(x) =

∑∞
n=0 bnx

n の合成を

(f ◦ g)(x) := f(g(x)) =

∞∑
n=0

ang(x)
n

と定める. このとき,

[xr](f ◦ g) =
∞∑

n=0

an
∑

0≤i1,...,in
i1+···+in=r

bi1 · · · bin

が成り立つ.
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Proof.

[xr](gn) =
∑

0≤i1,...,in
i1+···+in=r

bi1 · · · bin

であることから得られる.

g の定数項が 0のときは合成はその係数が有限和になるので, 必ず存在する. しかし, 一

般には無限和となるため, 係数が発散することもあり, 存在するとは限らないことに注意

する必要がある.

3.2 形式的 Laurant級数体

Definition 3.5. 負べきの項が有限個であるような複素係数の級数,

f(x) =
∞∑

n=−∞
anx

n

を形式的 Laurant級数といい, その全体を形式的 Laurant級数体といい, C((x))と表す.

形式的 Laurant級数は, 定数項が 0でない g(x) ∈ C[[x]]の元を用いて, f(x) = xng(x)

と一意に表せる. このとき, ord(f) := nと定義する. これより, 0でない C((x))の元は逆
元を持つ.

Definition 3.6 (形式的微分). f(x) =
∑∞

n=−∞ anx
n に対し, 形式的微分 D を以下で定

義する.

D

( ∞∑
n=−∞

anx
n

)
=

∞∑
n=−∞

nanx
n−1.

これを f ′ とも表す. r 階形式的微分を

f (r) := D · · ·D︸ ︷︷ ︸
r

f

と定める. 以下, 微分と言えば形式的微分を意味するものとする.

ex, sinx, cosx は形式的べき級数とみなすことができるので, その微分を考えることが

できる.
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Example 3.7. 以下の等式が成り立つ.

(ex)′ = ex

(sinx)′ = cosx

(cosx)′ = − sinx.

これは簡単な計算により示されるので証明は省略する.

Proposition 3.8. 以下が成り立つ.

(i) (fg)′ = f ′g + fg′.

(ii) (f ◦ g)′ = (f ′ ◦ g)g′.

Proof. (i)形式的微分の線形性により, 単項式について示せば十分である.

(xn+m)′ = (n+m)xn+m−1 = xn(xm)′ + (xn)′xm

より成り立つ.

(ii)を示す. これも f が単項式の場合を示せば十分である. g ̸= 0としてよい. (i)にお

いて, f = g−1 として,

0 = g′g−1 + g(g−1)′

だから,

(g−1)′ = − g′

g2
.

ここで, 非負整数に対し, (i)を帰納的に用いて,

(gn)′ = ngn−1g′

が得られるので, 任意の整数 nに対し,

(gn)′ = ngn−1g′

が成り立つ.

上の (i)を繰り返し用いると, Leibnizの公式

Dn(fg) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k)
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を得る. また, f = eg が成り立っているとき, この両辺を微分すると,

f ′ = egg′ = fg′

つまり,
f ′

f
= g′

が得られる. これは重要である.

作用素の形式的べき級数を( ∞∑
n=0

anD
n

)
f = a0f + a1Df + a2D

2f + · · ·

のように定める.

aが複素数のとき, xについての形式的べき級数 f(x+ a)が存在するとは限らない. 例

えば,
∞∑

n=0

(1 + x)n = 1 + (1 + x) + (1 + 2x+ x2) + · · ·

の場合. 定数項が発散し, 形式的べき級数を定めない. しかし, 存在する場合は以下のよう

に展開できる.

Theorem 3.9. 形式的べき級数 f(x)に対し, f(x+ a)が存在するならば,

f(x+ a) =
∞∑

n=0

f (n)(a)

n!
xn

が成り立つ.

Proof. f(x+ a) =
∑∞

n=0 anx
n として, 両辺を r 階形式的微分して,

f (r)(x+ a) =
∞∑

n=r

ann(n− 1) · · · (n− r + 1)xn−r.

ここで, べき級数の定数項は xに 0を代入することで

f (r)(a) = r!ar

が得られる.

これは aに関しても形式的べき級数とすれば常に成り立つ.
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Definition 3.10 (形式的留数). Res(f)を f の x−1 の係数とする.

定義より, [xn]f(x) = Res(x−n−1f(x)),Res(f ′) = 0であることが分かる.

Theorem 3.11. Res((f ◦ g)g′) = ord(g)Res(f)が成り立つ.

Proof. f(x) =
∑∞

n=−∞ anx
n とする.

f(g(x))g′(x) =
∞∑

n=−∞
ang(x)

ng′(x)

= Res(f)
g′(x)

g(x)
+
∑
n ̸=−1

an
n+ 1

(g(x)n+1)′.

よって,

Res((f ◦ g)g′) = Res(f)Res
g′

g
.

ここで, n = ord(g)として,

Res
g′

g
= Res

nbnx
n−1 + (n+ 1)bn+1x

n + · · ·
bnxn + bn+1xn+1 + · · ·

= N

より定理が示された.

3.3 Lagrange反転公式

Theorem 3.12 (合成逆元の存在性). f ∈ C[[x]] を ord(f) = 1 の形式的べき級数とす

る. このとき, g ∈ C[[x]]で f ◦ g = g ◦ f = idを満たすものが存在する (idは id(x) = x

を表す). これを f の合成逆元といい, inv(f)で表す.

Proof. f(x) =
∑∞

n=1 anx
n とする. Theorem 3.4により,

δr,1 =
∞∑

n=1

bn
∑

0<i1,...,in
i1+···+in=r

ai1 · · · ain

が bk, k = 1, 2, . . . に対して解ければよいが, これは
ar1

ar−11 ∗
. . .

0 a21
a1




br
br−1
...
b1

 =


0
0
...
1


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と表すことができ, a1 ̸= 0により, この方程式が解けることから従う.

Theorem 3.13 (Lagrange反転公式). f ∈ C[[x]]を ord(f) = 1の形式的べき級数とす

る. このとき, 0 < n,mに対し,

n[xn](inv(f)m) = m[x−m](f−n)

が成り立つ.

Proof. Theorem 3.11を用いて, 以下の計算により示される.

n[xn](gm) = nRes(x−n−1gm)

= nRes(idmf−n−1f ′)

= −Res((idmf−n)′) +mRes(idm−1f−n)

= m[x−m](f−n).

特にm = 1として,

[xn](inv(f)) =
1

n
Res(f−n)

によって, 合成逆元の係数を求めることができる.

Theorem 3.14. 形式的べき級数として, 1− e−x の合成逆元を − ln(1− x)と定義する.

このとき,

− ln(1− x) =
∞∑

n=1

xn

n

が成り立つ.

Proof. Lagrange反転公式に f = 1− e−x として,

[xn](− ln(1− x)) =
1

n
Res

(
(1− e−x)−n

)
ここで, 任意の自然数に対し,

Res
(
(1− e−x)−n

)
= 1
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を示せばよい. n = 1のとき明らか, n > 1のとき,

Res
(
(1− e−x)−n

)
= Res

(
(1− e−x)−(n−1)

)
− 1

n− 1
Res

(
(1− e−t)−n

)′
= Res

(
(1− e−x)−(n−1)

)

より, 帰納的に示される.

形式的べき級数の等式が実数上でも成り立つためには, 収束性の議論をする必要がある.

級数,
∞∑

n=1

xn

n

の収束半径は 1であるから, 以下が成り立つ.

Corollary 3.15. |x| < 1に対し, 以下の等式が成り立つ.

− ln(1− x) =
∞∑

n=1

xn

n
.

Example 3.16 (Mercator 級数). 上の定理で Abel の連続性定理を用いて, x を −1 に

近づけると, 以下の等式が得られる.

∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= ln 2.

Theorem 3.17. |x| ≤ 1, x ̸= ±iに対し,

arctanx =
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1

が成り立つ.

32



Proof. − ln(1− x)の級数展開を用いて, 以下の計算により示される.

arctanx =
i

2
(ln(1− ix)− ln(1 + ix))

= −i
∞∑

n=0

(ix)2n+1

2n+ 1

=
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1.

Example 3.18 (Leibniz級数). 特に x = 1として, 以下を得る.

π

4
=
∞∑

n=0

(−1)n

2n+ 1

上の級数により, π を数値計算することができるが, 収束速度が非常に遅いのでそれほ

ど良い精度で値を得ることは容易ではない.

3.4 離散 Fourier変換

Definition 3.19. 関数 f(x)に対し,

F (x) =
n−1∑
k=0

f(k)e−2πikx/n

を F = Fn(f)と表す. この f を F に移す Fn を離散 Fourier変換という. また, 与えら

れた F に対し,

f(x) =
1

n

n−1∑
k=0

F (k)e2πikx/n

となる f を与えることを逆離散 Fourier変換という.

理論的にはそれぞれ,

F (x) =
1√
n

n−1∑
k=0

f(k)e−2πikx/n

f(x) =
1√
n

n−1∑
k=0

F (k)e2πikx/n
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のように係数を付けたほうが都合がよいかもしれないが, ここでは計算上の簡明さを重視

することにするので, 係数を 1, 1
n としたものを扱う.

Theorem 3.20. F = Fn(f)としたとき, x = 0, 1, . . . , n− 1に対し,

f(x) =
1

n

n−1∑
k=0

F (k)e2πikx/n

が成り立つ.

Proof.

1

n

n−1∑
k=0

e2πimk/n

がmが nの倍数のときは 1, そうでないときは 0となることに注意して,

1

n

n−1∑
k=0

F (k)e2πikx/n =
1

n

n−1∑
k=0

e2πikx/n
n−1∑
j=0

f(j)e−2πijk/n

=
1

n

n−1∑
j=0

f(j)
n−1∑
k=0

e2πi(x−j)k/n

= f(x).

一般に, 離散 Fourier 変換してから逆変換したものは, 元の関数に一致しないが, x =

0, 1, . . . , n− 1の点では必ず一致するのである.

Definition 3.21. 関数 f, g は周期性 f(x + n) = f(x), g(x + n) = g(x)を持つとする.

それらの畳み込みを

(f ∗ g)(x) =
n−1∑
k=0

f(k)g(x− k)

により, 定義する.

Theorem 3.22. 関数 f, gは周期性 f(x+ n) = f(x), g(x+ n) = g(x)を持つとする, こ

のとき
Fn(f ∗ g) = Fn(f)Fn(g)

が成り立つ.
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Proof. 以下の計算により示される.

Fn(f ∗ g)(x) =
n−1∑
k=0

(f ∗ g)(k)e−2πikx/n

=
n−1∑
k=0

e−2πikx/n
n−1∑
j=0

f(j)g(k − j)

=
n−1∑
j=0

f(j)

n−j−1∑
k=−j

g(k)e−2πi(j+k)x/n

=
n−1∑
j=0

f(j)e−2πijx/n
n−1∑
k=0

g(k)e−2πikx/n

= Fn(f)(x)Fn(g)(x).

以下の定理は応用範囲が広く, 重要である.

Theorem 3.23. 整数 a, bを 0 ≤ b < aを満たすものとする. 形式的べき級数

f(x) =
∞∑

n=0

cnx
n

に対し,
∞∑

n=0

can+bx
an+b =

1

a

a−1∑
k=0

f(xe2πik/a)e−2πibk/a

が成り立つ.

Proof. 以下の計算により示される.

1

a

a−1∑
k=0

f(xe2πik/a)e−2πibk/a =
1

a

a−1∑
k=0

e−2πibk/a
∞∑

n=0

cnx
ne2πink/a

=
1

a

∞∑
n=0

cnx
n

a−1∑
k=0

e2πi(n−b)k/a

=
∞∑

n=0

can+bx
an+b.
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右辺は k → a− k として,

1

a

a−1∑
k=0

f(xe−2πik/a)e2πibk/a

としてもよい.

Example 3.24. Theorem 3.23で f(x) = ex とすると,

∞∑
n=0

xan+b

(an+ b)!
=

1

a

a−1∑
k=0

exp(xe2πik/a)e−2πibk/a

=
1

a

a−1∑
k=0

exp

(
x cos

(
2πk

a

)
+ i

(
x sin

(
2πk

a

)
− 2πbk

a

))
が得られ, xを実数として実部を考えると,

∞∑
n=0

xan+b

(an+ b)!
=

1

a

a−1∑
k=0

exp

(
x cos

(
2πk

a

))
cos

(
x sin

(
2πk

a

)
− 2πbk

a

)
を得ることができる.

Example 3.25. Theorem 3.23で f(x) = (1 + x)n とすると,

∞∑
k=0

(
n

ak + b

)
xak+b =

1

a

a−1∑
k=0

(1 + xe2πik/a)ne−2πibk/a

が成り立つ. ここで x→ eix として,

∞∑
k=0

(
n

ak + b

)
ei(ak+b)x =

1

a

a−1∑
k=0

(1 + eix+2πik/a)ne−2πibk/a

=
1

a

a−1∑
k=0

(
2 cos

(
x

2
+
πk

a

))n

einx/2+πink/a−2πibk/a.

xを実数として実部, 虚部を考えて,

∞∑
k=0

(
n

ak + b

)
cos(ak + b)x =

1

a

a−1∑
k=0

(
2 cos

(
x

2
+
πk

a

))n

cos

(
nx

2
+
πnk − 2πbk

a

)
∞∑
k=0

(
n

ak + b

)
sin(ak + b)x =

1

a

a−1∑
k=0

(
2 cos

(
x

2
+
πk

a

))n

sin

(
nx

2
+
πnk − 2πbk

a

)
を得ることができる.
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3.5 差分作用素

Definition 3.26. 関数 f に対し, その前進差分を,

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x)

と定め, n階差分を
∆nf(x) = ∆ . . .∆︸ ︷︷ ︸

n

f(x)

と定める.

Theorem 3.27. 以下の等式が成り立つ.

∆nf(x) =
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
f(x+ k).

Proof. nに関する数学的帰納法で示す. n = 0のとき, 明らか. n− 1のとき成り立つと仮

定する.

∆nf(x) = ∆

(
n−1∑
k=0

(−1)n−k−1
(
n− 1

k

)
f(x+ k)

)

=
n−1∑
k=0

(−1)n−k−1
(
n− 1

k

)
f(x+ k + 1)−

n−1∑
k=0

(−1)n−k−1
(
n− 1

k

)
f(x+ k)

=

n∑
k=0

(−1)n−k
((

n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
f(x+ k)

=
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
f(x+ k).

x = 0としたものを, 慣習として

∆nf(0) =
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
f(k)

のように書くことがあるようだが, この記法は f(0) という定数を差分しているように見

えてあまり筆者は好みではないので, ここでは用いないことにする.

以下は非常に有用で美しい定理である.
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Theorem 3.28 (Vandermonde の恒等式). b, c ∈ C, c ̸= 0, 1, 2, . . . とする. このとき,

以下の等式が成り立つ.
n∑

k=0

(−1)k
(
n

k

)
(b)n
(c)n

=
(c− b)n
(c)n

Proof. mを整数として, mについての差分 ∆により,

∆
(b)m
(c)m

=
(b)m+1

(c)m+1
− (b)m

(c)m

=
b− c

c

(b)m
(c+ 1)m

.

これを繰り返し用いて,

∆n (b)m
(c)m

=
(b− c)(b− c− 1) · · · (b− c− n+ 1)

b(b+ 1) · · · (b+ n− 1)

(c)m
(b+ n)m

=
(−1)n(c− b)n(c)m

(c)n+m

が得られる. ここで, Theorem 3.27を用いると,

(−1)n(c− b)n(c)m
(c)n+m

=
n∑

k=0

(−1)n−k
(
n

k

)
(b)m+k

(c)m+k
.

ここで, m = 0として, 両辺に (−1)n をかけて定理を得る.

この定理は, b = x, c = 1− n− y として少し書き換えることにより,

n∑
k=0

(
n

k

)
(x)k(y)n−k = (x+ y)n

という形になり, 二項定理の類似であると思える.

Theorem 3.29. 形式的べき級数 f(x)で, f(x+ 1)が存在するものに作用する作用素と

しての等式
eD − 1 = ∆

が成り立つ.

Proof. f(x) =
∑∞

n=0 anx
n とする. このとき,

eDf(x) = f(x+ 1)
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を示せばよい. これは, 以下の計算により示される.

eDf(x) =
∞∑

n=0

1

n!
Dnf(x)

=
∞∑

n=0

f (n)(x)

n!

=

∞∑
n=0

1

n!

∞∑
r=0

arr(r − 1) · · · (r − n+ 1)xr−n

=
∞∑
r=0

ar

r∑
n=0

(
r

n

)
xr−n

=
∞∑
r=0

ar(x+ 1)r.

これは非常に重要な定理である.

Example 3.30.

D = ln(1 + ∆)

=
∞∑

n=1

(−1)n−1

n
∆n

と変形して用いることができ, Theorem 3.27より, 形式的べき級数 f(x)で n > 0に対し,

f(x+ n)

が全て存在する場合,

f ′(x) =
∞∑

n=1

1

n

n∑
k=0

(−1)k−1
(
n

k

)
f(x+ k)

が得られることが期待される. しかし, これには x の形式的べき級数に展開したときの

係数
∞∑

n=1

1

n

n∑
k=0

(−1)k−1
(
n

k

)
f (r)(k)

が全て収束する必要があることに注意する必要がある.

また, 次のような形もある.
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Example 3.31. 作用素

D

1− eD
= − ln(1 + ∆)

∆

を f(x)に作用させると, 左辺は

D

1− eD
f(x) =

∞∑
n=0

eDDf(x)

=

∞∑
n=0

f ′(n+ x).

一方, 右辺は

− ln(1 + ∆)

∆
f(x) =

∞∑
n=1

(−1)n

n
∆n−1

=

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k−1
(
n− 1

k

)
f(x+ k)

となり, これらは係数がともに収束するとき, 一致するから,

∞∑
n=0

f ′(n+ x) =
∞∑

n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k−1
(
n− 1

k

)
f(x+ k)

を得る.

上の例で, Bernoulli数を用いて,

D

1− eD
= −

∞∑
n=0

Bn

n!
Dn

と展開することにより, 形式的な Euler-Maclaurinの和公式を得ることができるが, ここ

では用いないので割愛する.

4 多項式列

多項式列 pn(x)とは, pn(x)がちょうど n次の多項式であるようなものである.
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4.1 Stirling数

Definition 4.1. nを非負整数とする. 以下のように Stirling数 sn,k, Sn,k を定義する.

(x)n =

n∑
k=0

sn,kx
k

xn =
n∑

k=0

(−1)n−kSn,k(x)k.

(x)n の次数はちょうど n なので, 上のような sn,k, Sn,k は一意に定まり, sn,k を第 1 種

Stirling数, Sn,k を第 2種 Stirling数という. 上記の添え字の範囲外では 0と定義する.

Proposition 4.2. 以下の漸化式が成り立つ.

(i) sn,k = sn−1,k−1 + (n− 1)sn−1,k.

(ii) Sn,k = Sn−1,k−1 + kSn−1,k.

Proof. (i)は

n∑
k=0

sn,kx
k = (x)n

= (x+ n− 1)(x)n−1

=

n∑
k=0

(sn−1,k−1 + (n− 1)sn−1,k)x
k

の xk の係数を比較することにより得られる. (ii)は,

n∑
k=0

(−1)n−kSn,k(x)k = xn

= x
n−1∑
k=0

(−1)n−k−1Sn−1,k(x)k

=
n∑

k=0

(−1)n−k−1Sn−1,k(x)k+1 +
n∑

k=0

(−1)n−kkSn−1,k(x)k

=
n∑

k=0

(−1)n−k(Sn−1,k−1 + kSn−1,k)(x)k
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の (x)k の係数を比較することにより得られる.

具体的な値はどのようになっているだろうか.

sn,0 = Sn,0 = δn,0, sn,1 = (n− 1)!

などは定義から明らかである. また, Stirling数には以下のような明示式がある.

Proposition 4.3. 以下の等式が成り立つ.

(i) 0 < n, 1 < k のとき,

sn,k = (n− 1)!
∑

0<i1<···<ik−1<n

1

i1 · · · ik−1
.

(ii) 0 ≤ n, k のとき,

Sn,k =
1

k!

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
in.

Proof. (i)は

(x)n = (n− 1)!x
n−1∏
i=1

(
1 +

x

i

)

= (n− 1)!

x+
∞∑
1<k

xk
∑

0<i1<···<ik−1<n

1

i1 · · · ik−1


より, (ii)は ∆を xに関する差分として,

∆(−1)j(−x)j = (−1)j((−x− 1)j − (−x)j) = (−1)j−1j(−x)j−1.

これを繰り返し用いて,

∆k(−1)j(−x)j = (−1)j−kj(j − 1) · · · (j − k + 1)(−x)j−k

が得られるので,

xn =
n∑

j=0

(−1)jSn,j(−x)j

の両辺に ∆k を作用させて,

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
(x+ i)n =

n∑
j=0

(−1)j−kj(j − 1) · · · (j − k + 1)Sn,j(−x)j−k.

ここで, x = 0として定理を得る.
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Proposition 4.4. 以下の等式が成り立つ.∑
0≤k≤n

Sn,k

n!
sntk = et(e

s−1).

Proof. 以下の式変形により示される.

∑
0≤k≤n

Sn,k

n!
sntk =

∑
0≤k

tk

k!

∑
0≤n

1

n!

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
in

=
∑
0≤k

tk

k!

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k

i

)
eit

=
∑
0≤k

tk

k!
(es − 1)k

= et(e
s−1).

Theorem 4.5. 0 ≤ nとする. 形式的べき級数環における作用素の間の等式

(xD)n =
n∑

k=0

Sn,kx
kDk

が成り立つ. ここで, D は xに関する微分作用素である.

Proof. 微分作用素の線形性より, f(x) = xm について示せば十分である. まず,

(xD)n(xm) = mnxm

である. 一方,

n∑
k=0

Sn,kx
kDk(xm) = xm

n∑
k=0

(−1)kSn,k(−m)k

= xm(−1)n(−m)n

= mnxm

であることから, 定理が示された.
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4.2 Bell多項式

Definition 4.6. s, tに関する形式的べき級数により,

exp

(
s
∑
0<n

xn
tn

n!

)
=

∑
0≤k≤n

Bn,k(x1, . . . , xn−k+1)

n!
sktn

と定義する. また,

Bn(x1, . . . , xn) =

n∑
k=1

Bn,k(x1, . . . , xn−k+1)

を完全 Bell多項式という.

定義から,

exp

(∑
0<n

xn
tn

n!

)
=

∞∑
n=0

Bn(x1, . . . , xn)

n!
tn

であることや,

1

k!

(∑
0<n

xn
tn

n!

)k

=
∞∑

n=k

Bn,k(x1, . . . , xn−k+1)

n!
tn

が分かる.

Theorem 4.7. 以下の等式が成り立つ.

Bn,k(x1, x2, . . . , xn−k+1) := n!
∑

i1+···+in−k+1=k
i1+2i2+···+(n−k+1)in−k+1=n

n−k+1∏
j=1

1

ij !

(
xj
j!

)ij

.

ここで, ij は自然数とする. (以下しばらく ij は自然数を表すものとする.)

Proof. nの k 個以上の自然数への分割には, n− k + 1より大きな数が現れないことに注
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意して,

exp

(
s
∑
0<r

xr
r!
tr

)

=
∞∑
k=0

sk

k!

(∑
0<r

xr
r!
tr

)k

=

∞∑
0≤k≤n

sktn
∑

i1+···+in−k+1=k
i1+2i2+···+(n−k+1)in−k+1=n

n−k+1∏
j=1

1

ij !

(
xj
j!

)ij

より得られる.

上の定理より, 特に

Bn(x1, . . . , xn) = n!
∑

i1+2i2+···+nin=n

n∏
j=1

1

ij !

(
xj
j!

)ij

が成り立つことが分かる.

Theorem 4.8 (Faà di Brunoの公式). 自然数 nと形式的べき級数 f(x), g(x)に対し,

Dn(f(g(x))) =
n∑

k=1

f (k)(g(x))Bn,k

(
g′(x), g′′(x), . . . , g(n−k+1)(x)

)
が成り立つ.

Proof. x, tに関する形式的べき級数の間の等式

∞∑
n=0

Dn(f(g(x)))

n!
tn

= f(g(x+ t))

= f

(
g(x) +

∑
0<r

g(r)(x)

r!
tn

)

= f(g(x)) +
∞∑
k=1

f (k)(g(x))

k!

(∑
0<r

g(r)(x)

r!
tr

)k

= f(g(x)) +
∞∑

0<k≤n

f (k)(g(x))Bn,k

(
g′(x), g′′(x), . . . , g(n−k+1)(x)

) tn
n!

における, tn の係数を比較すれば良い.
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4.3 Touchard多項式

Proposition 4.9. 以下の等式が成り立つ.

Bn(x, . . . , x) =

n∑
k=0

Sn,kx
k.

Proof. Proposition 4.4より,

∞∑
n=0

Bn(x, . . . , x)

n!
tn = ex(e

t−1) =
∞∑

n=0

tn

n!

n∑
k=0

Sn,kx
k

であり, この tn の係数を比較すればよい.

Definition 4.10. 多項式 Tn(x)を

Tn(x) := Bn(x, . . . , x) =

n∑
k=0

Sn,kx
k

と定義する. Tn(x)を Touchard多項式という.

これを用いて, Proposition 4.4を書き直すと,

∞∑
n=0

Tn(x)
tn

n!
= ex(e

t−1)

のようになる.

Theorem 4.11. 以下の等式が成り立つ.

e−x
∞∑
k=0

kn

k!
xk = Tn(x).

Proof. 指数関数のべき級数展開
∞∑
k=0

1

k!
xk = ex

の両辺に (xD)n を作用させて, Theorem 4.5を用いると,

∞∑
k=0

kn

k!
xk = ex

n∑
k=0

Sn,kx
k = exTn(x)

となって, 定理が示される.
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Proposition 4.12. 以下の漸化式が成り立つ.

(i) Tn+1(x) = x
∑n

k=0

(
n
k

)
Tk(x).

(ii) Tn+1(x) = xTn(x) + xT ′n(x).

Proof. (i)は以下のように示される.

Tn+1(x) = e−x
∞∑
k=0

kn+1

k!
xk

= xe−x
∞∑
k=0

(k + 1)n

k!
xk

= xe−x
n∑

j=0

(
n

j

)∑
k=0

kj

k!
xk

= x
n∑

j=0

(
n

j

)
Tj(x).

(ii)は以下のように示される.

xT ′n(x) = e−x
∞∑
k=0

kn+1

k!
xk − xe−x

∞∑
k=0

kn

k!
xk

= Tn+1(x)− xTn(x).

4.4 Bernoulli多項式

Definition 4.13. a = (a1, . . . , ar)を複素数の組とする. tに関する形式的べき級数の係

数として, 多重 Bernoulli多項式を以下で定義し,

ext
r∏

i=1

t

eait − 1
=
∞∑

n=0

Br,n(x;a)
tn

n!
.

多重 Bernoulli 数を Br,n(a) := Br,n(0;a) とする. また, Bernoulli 多項式を Bn(x) :=

B1,n(x; 1), Bernoulli数を Bn := Bn(0)と定義する.

Bell多項式と記号が紛らわしいので, 文脈で判断することにする. 具体的な応用として,

前に得た式を多重 Bernoulli数で書き表してみる.
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Proposition 4.14. ({1}n) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n

)を表すとする. このとき,

Bn,n−1({1}n) = (−1)n−1

が成り立つ.

Proof. Theorem 3.14の途中過程で用いた式,

Res
(
(1− e−t)−n

)
= 1

を書き換えればよい.

Proposition 4.15. a = (a1, . . . , ar)を複素数の組とする, このとき以下が成り立つ.

(i)

Br,n(x;a) =
n∑

k=0

(
n

k

)
Br,n−k(a)x

k.

(ii)

Br,n(a) = n!
∑

0≤i1,...,ir
i1+···+ir=n

Bi1 · · ·Bir

i1! · · · ir!
ai1−11 · · · air−1r .

Proof. (i)は以下の計算より従う.

∞∑
n=0

Br,n(x;a)
tn

n!
= ext ·

r∏
i=1

t

eait − 1

=
∞∑

n=0

(xt)n

n!
·
∞∑

n=0

Br,n(a)
tn

n!

=

∞∑
n=0

tn

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
Br,n−k(a)x

k.
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(ii)は以下の計算より従う.

∞∑
n=0

Br,n(a)
tn

n!
=

r∏
i=1

t

eait − 1

=
1

a1 · · · ar

r∏
i=1

ait

eait − 1

=
1

a1 · · · ar

r∏
i=1

∞∑
n=0

Bn

n!
(ait)

n

=

∞∑
n=0

tn

n!
· n!

∑
0≤i1,...,ir

i1+···+ir=n

Bi1 · · ·Bir

i1! · · · ir!
ai1−11 · · · air−1r .

つまり, Bernoulli数が計算できれば, 多重 Bernoulli数も計算できる.

以下, Bernoulli数の計算方法を与える.

Definition 4.16. Bernoulli数は以下の漸化式を満たす.

n−1∑
k=0

(
n

k

)
Bk = δn,1.

Proof. 形式的べき級数の間の等式,

(et − 1) · t

et − 1
= t

の係数を考えることで得られる.

t

et − 1
+
t

2
=
t(et/2 + e−t/2)

2(et/2 − e−t/2)

は偶関数なので, 3以上の奇数に対して, Bernoulli数は 0に等しい. 上の漸化式を用いる

ことによって,

B0 = 1

B0 + 2B1 = 0

B0 + 3B1 + 3B2 = 0

B0 + 5B1 + 10B2 + 5B4 = 0

...
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から順に B0 = 1, B1 = − 1
2 , B2 = 1

6 , B4 = − 1
30 , B6 = 1

42 , B8 = − 1
30 , . . . と求まる. これ

らを用いて, Bernoulli多項式を計算すると,

B0(x) = 1

B1(x) = x− 1

2

B2(x) = x2 − x+
1

6

B3(x) = x3 − 3

2
x2 +

1

2
x

B4(x) = x4 − 2x3 + x2 − 1

30

B5(x) = x5 − 5

2
x4 +

5

3
x3 − 1

6
x

のようになる.

Theorem 4.17. 以下の等式が成り立つ.

Br(x) =
∑
0<n

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
(x+ k)r.

Proof. tの形式的べき級数として,

∞∑
r=0

Br

r!
tr =

t

et − 1

=
ln(1 + (et − 1))

et − 1

=
∑
0<n

(−1)n−1

n
(et − 1)n−1

=
∑
0<n

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
ekt

=
∞∑
r=0

tr

r!

∑
0<n

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
kr

の係数比較により,

Br =
∑
0<n

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
kr
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が得られるから, これを用いて以下の計算により示される.

Br(x) =

r∑
j=0

(
r

j

)
Bjx

r−j

=
∑
0<n

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

) r∑
j=0

(
r

j

)
kjxr−j

=
∑
0<n

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
(x+ k)r.

Bernoulli多項式の直接的な応用として, 次の自然数和を求める公式がある.

Theorem 4.18 (Faulhaberの公式). 任意の自然数 n, r に対し,

n−1∑
k=0

kr−1 =
Br(n)−Br

r

が成り立つ.

Proof. 形式的べき級数の間の等式,

∞∑
r=1

∑n−1
k=0 k

r−1

(r − 1)!
tr =

n−1∑
k=0

∞∑
r=1

kr−1

(r − 1)!
tr

= t
n−1∑
k=0

ekt

= t
ent − 1

et − 1

=
∞∑

n=0

Br(n)−Br

r!
tr

より従う.
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具体例で計算してみる. r = 5として, 自然数の 4乗和が,

n−1∑
k=0

k4 =
B5(n)−B5

5

=
6n5 − 15n4 + 10n3 − n

30

=
n(n− 1)(2n− 1)(3n2 − 3n− 1)

30

のように求められる. 同じことを多重ベルヌーイ多項式でやってみると次のようになる.

Theorem 4.19. s ≤ r とする. このとき, 以下の等式が成り立つ.

∑
0≤ki<ni

(a1k1 + · · ·+ asks)
r−s =

(r − s)!

r!

∑
S⊂{1,...,s}

(−1)s−|S|Br,s

(∑
i∈S

niai;a

)

ここで, |S|は集合 S の要素数を表すとする.

Proof. 式変形により,∑
s≤r

∑
0≤ki<ni

(a1k1 + · · ·+ asks)
r−s

(r − s)!
tr

= ts
∑

0≤ki<ni

∑
0≤r

(a1k1 + · · ·+ asks)
r

r!
tr

= ts
∑

0≤ki<ni

e(a1k1+···+asks)t

= ts
s∏

i=1

eniait − 1

eait − 1

=

s∏
i=1

t

eait − 1

∑
S⊂{1,...,s}

(−1)s−|S| exp

(
t
∑
i∈S

niai

)

=
∑

S⊂{1,...,s}

(−1)s−|S|
∑
0≤r

Br,s

(∑
i∈S niai;α

)
r!

tr

の tr の係数を比較すればよい.

Theorem 4.20. 形式的 Laurant級数として, 以下の等式が成り立つ.

(i)

cotx =
∞∑

n=0

(−1)n22nB2n

(2n)!
x2n−1.
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(ii)

tanx =
∞∑

n=1

(−1)n−122n(22n − 1)B2n

(2n)!
x2n−1.

(iii)

1

sinx
= 2

∞∑
n=0

(−1)n−1(22n−1 − 1)B2n

(2n)!
x2n−1.

これで三角関数でまだべき級数展開が得られていないのは, 1
cos x の展開のみになった

が, これは以下のように定義される, Euler数で表すことができる.

Definition 4.21. 形式的べき級数の係数として, Euler数 En を

1

coshx
=
∞∑

n=0

En

n!
xn

と定義する. 左辺が偶関数であるから, nが奇数のとき, En = 0である.

1

cosx
=

1

cosh ix
=
∞∑

n=0

(−1)nE2n

(2n)!
x2n

となることが分かる. 次に, En を計算する方法を与える.

Theorem 4.22. 以下の漸化式が成り立つ.

n∑
k=0

(
2n

2k

)
E2k = δn,0.

Proof. 形式的べき級数の間の等式,

coshx · 1

coshx
= 1

より得られる.

この漸化式より, En は全て整数になることが分かる. これを用いて順番に計算していく

と, E0 = 1, E2 = −1, E4 = 5, E6 = −61, E8 = 1385, . . . となる.

4.5 Chebyshev多項式

Definition 4.23. 非負整数 nに対し,

Tn(cosx) := cosnx

Un−1(cosx) :=
sinnx

sinx
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と定義すると, Tn(x), Un(x) はともに n 次の多項式となり, Tn(x) を第 1 種 Chebyshev

多項式, Un(x)を第 2種 Chebyshev多項式という.

Tn(cosx) = cosnx

の両辺を微分すると,
T ′n(cosx) sinx = n sinnx.

つまり, T ′n(x) = nUn−1(x)が得られる.

Proposition 4.24. tに関する形式的べき級数として, 以下の等式が成り立つ.

∞∑
n=0

Tn(x)t
n =

1− tx

1− 2tx+ t2

∞∑
n=0

Un(x)t
n =

1

1− 2tx+ t2
.

Proof. 1つ目の等式は以下の計算により得られる.

∞∑
n=0

Tn(cosx)t
n =

∞∑
n=0

tn cosnx

=
1

2

∞∑
n=0

tn(einx + e−inx)

=
1

2

(
1

1− teix
+

1

1− te−ix

)
=

1− t cosx

(1− teix)(1− te−ix)

=
1− t cosx

1− 2t cosx+ t2
.
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2つ目の等式は以下の計算により得られる.

∞∑
n=0

Un(cosx)t
n =

1

sinx

∞∑
n=0

tn sin(n+ 1)x

=
1

2i sinx

∞∑
n=0

tn(ei(n+1)x − e−i(n+1)x)

=
1

2i sinx

(
eix

1− teix
− e−ix

1− te−ix

)
=

1

2i sinx

2i sinx

1− 2t cosx+ t2

=
1

1− 2t cosx+ t2
.

上の母関数表示より

∞∑
n=0

Tn(x)t
n = (1− tx)

∞∑
n=0

Un(x)t
n

=
∞∑

n=0

(Un(x)− xUn−1(x))t
n.

だから, Tn(x) = Un(x)− xUn−1(x)であることが分かる.

4.6 Eulerian多項式

Definition 4.25. 多項式列 An(x;α)を tに関する形式的べき級数により,

(1− x)e(1−x)αt

1− xe(1−x)t
=

∞∑
n=0

An(x;α)
tn

n!

として定義し, An(x) := An(x; 1)とする. An(x)を Eulerian多項式という.

Theorem 4.26. xについての形式的べき級数としての等式,

∞∑
k=0

(k + α)nxk =
An(x;α)

(1− x)n+1

が成り立つ.

55



Proof. 以下の計算により示される.

∞∑
n=0

An(x;α)

(1− x)n+1

tn

n!
=

eαt

1− xet

=
∞∑
k=0

e(k+α)txk

=
∞∑
k=0

xk
∞∑

n=0

(k + α)n
tn

n!

=
∞∑

n=0

∑∞
k=0(k + α)nxk

n!
tn.

これより, A0(x) =
1
x となり, これは多項式ではないことに注意する必要がある. また,

n > 0のとき, An(x; 0) = xAn(x)であることもこの漸化式から分かる.

Proposition 4.27. 以下の漸化式が成り立つ.

An+1(x;α) = (α+ (n− α+ 1)x)An(x;α) + x(1− x)A′n(x;α).

ただし, 微分は xに関するものとする.

Proof. D を xに関する微分とする. xD + αを作用させて,

∞∑
k=0

(k + α)n+1xk = (xD + α)
∞∑
k=0

(k + α)nxk

= (xD + α)

(
An(x;α)

(1− x)n+1

)
=
x(1− x)A′n(x;α) + (n+ 1)xAn(x;α) + α(1− x)An(x;α)

(1− x)n+2

=
(α+ (n− α+ 1)x)An(x;α) + x(1− x)A′n(x;α)

(1− x)n+2

であることから得られる.

特に, α = 1として,

An+1(x) = (1 + nx)An(x) + x(1− x)A′n(x)

を得る. 上の命題において, x = 1とすると,

An+1(1;α) = An(1;α)
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が得られるが, A0(1;α) = 1なので, An(1;α) = n!を得る.

上の漸化式で, A0(x) =
1
x を用いると, A1(x) = 1が得られ, 以下, 帰納的に An(x)が

n− 1の多項式であることが分かる.

Proposition 4.28. 以下の等式が成り立つ.

An(x;α) =

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(1− α)k(1− x)kAn−k(x).

Proof. 次のように変形する.

An(x;α)

(1− x)n+1
=

∞∑
k=0

(k + α)nxk

=
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
(1− α)j

∞∑
k=0

(k + 1)n−jxk

=
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
(1− α)j

An−j(x)

(1− x)n−j+1
.

ここで, 両辺に (1− x)n+1 を掛ければよい.

Theorem 4.29. 以下の等式が成り立つ.

xnAn

(
1

x
;α

)
= An(x; 1− α).

Proof. 以下の等式の tn の係数を比較すればよい.

∞∑
n=0

An

(
1

x
, α

)
(xt)n

n!
=

(x− 1)e(1−1/x)αxt

x− e(1−1/x)xt

=
(1− x)e(x−1)αt

e(x−1)t − x

=
(1− x)e(1−x)(1−α)t

1− xe(1−x)t

=
∞∑

n=0

An(x, 1− α)

n!
tn.

特に α = 1として, 以下の系を得る.
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Corollary 4.30. n > 0のとき,

xn−1An

(
1

x

)
= An(x)

が成り立つ.

n次の多項式が f(x)が

xnf

(
1

x

)
= f(x)

であるとき, 回文多項式であるという. 上の系より, An(x)は n > 0のとき, n− 1次の回

文多項式となることが分かる.

Proposition 4.31. 自然数 nに対し,

An(x) =
n∑

k=1

k!Sn,kx
k−1(1− x)n−k

が成り立つ.

Proof. 幾何級数
∞∑
k=0

xk =
1

1− x

の両辺に (xD)n を作用させて, Theorem 4.5より,

∞∑
k=0

knxk =
n∑

k=0

Sn,kx
kDk

(
1

1− x

)

=
n∑

k=0

k!Sn,k
xk

(1− x)k+1

が得られる. 一方,
∞∑
k=0

knxk =
xAn(x)

(1− x)n+1

であるから, これらを比較すればよい.

5 無限乗積

5.1 無限乗積の収束性

まず, 収束性に関して基本的な以下の定理を示しておく.
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Theorem 5.1. an を正の実数からなる数列とする. 無限乗積

∞∏
n=0

(1 + an)

が収束することは, 無限級数
∞∑

n=0

an

が収束することと同値である.

Proof.
∞∑

n=0

an <
∞∏

n=0

(1 + an)

は積を展開すれば明らか. 逆は不等式 1 + x < ex より,

∞∏
n=0

(1 + an) < exp

( ∞∑
n=0

an

)

となることから定理が示される.

5.2 三角関数の無限乗積展開

Theorem 5.2 (sinπxの無限乗積展開).

sinπx = πx

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

Proof. 定義より, 第 2種 Chebyshev多項式 U2n(x)は偶関数である. よって,

U2n(cosx)

2n+ 1
=

sin(2n+ 1)x

(2n+ 1) sinx

を sinxの多項式として表すことができる. それを fn(x)とおく. つまり,

fn(sinx) :=
sin(2n+ 1)x

(2n+ 1) sinx
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である. fn(x)の零点は x = sin πk
2n+1 , k = ±1, . . . ,±nにあるから, x → 0のとき 1とな

ることを考慮して,

fn(x) =
n∏

k=1

(
1− x

sin πk
2n+1

)(
1 +

x

sin πk
2n+1

)

=
n∏

k=1

(
1− x2

sin2 πk
2n+1

)
.

ここで, x → sin πx
2n+1 とする. 示すべきことはべき級数に関する等式であるから, xを十

分小さくとっても一般性を失わない.

sinπx

(2n+ 1) sin πx
2n+1

=
n∏

k=1

(
1−

sin2 πx
2n+1

sin2 πk
2n+1

)

=
n∏

k=1

(
1− x2

k2
+O

(
1

n2

))
(n→ ∞)

=

n∏
k=1

(
1− x2

k2

)
+O

(
1

n

)
(n→ ∞)

ここで, n→ ∞として定理を得る.

5.3 ガンマ関数

Definition 5.3. x ∈ C− {0,−1,−2, . . . }に対し, ガンマ関数を以下の極限で定義する.

Γ(x) := lim
n→∞

n!nx

(x)n+1

また, 負の整数に対しては, Γ(x) = ∞と定める.

Theorem 5.4. x ∈ Cにおいて, 以下の等式が成り立つ.

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

Proof. 以下の計算により従う.

Γ(x+ 1) = lim
n→∞

n!nx+1

(1 + x)n+1

= x lim
n→∞

n

n+ x+ 1

n!nx

(x)n+1

= xΓ(x).
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定義より, Γ(1) = 1であることから, 帰納的に Γ(n + 1) = n!であることがわかる. つ

まりガンマ関数は階乗の一般化である.

Definition 5.5. 自然数 nに対し, 調和数 Hn を

Hn =

n∑
k=1

1

k

と定義する.

Theorem 5.6. 極限
lim

n→∞
(Hn − lnn)

は収束する. この値を Eulerの定数といい γ で表す.

Proof. 以下のような和を考える.

n∑
k=2

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=2

∞∑
r=1

(−1)r−1

rkr

=
∞∑
r=1

1

r

n∑
k=2

(−1)r−1

kr

= Hn − 1−
∞∑
r=2

(−1)r

r
(ζn(r)− 1).

ここで, ζn(r) :=
∑n

k=1 k
−r とおいた. 一方,

n∑
k=2

ln

(
1 +

1

k

)
=

n∑
k=2

(ln(k + 1)− ln k)

= ln(n+ 1)− ln 2

だから,

lim
n→∞

(Hn − lnn) = 1− ln 2 +
∞∑
r=2

(−1)r

r
(ζ(r)− 1)

であり, 最後の和は ζ(r)− 1が 2−r 程度の速度で減少するので, 収束する.

Theorem 5.7 (Weierstrassの乗積表示). x ∈ Cにおいて, 以下の等式が成り立つ.

1

Γ(x)
= xeγx

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−x/n.
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Proof. Theorem 5.6により,

1

Γ(x)
= lim

n→∞

(x)n+1

n!nx

= x lim
n→∞

n−xe
∑n

k=1 x/k
n∏

k=1

(
1 +

x

k

)
e−x/k

= xeγx
∞∏
k=1

(
1 +

x

k

)
e−x/k.

Theorem 5.8. |x| < 1に対し, 以下の等式が成り立つ.

ln Γ(1− x) = γx+
∑
1<n

ζ(n)

n
xn.

Proof. Weierstrassの乗積表示より,

Γ(1− x) = eγx
∞∏

n=1

(
1− x

n

)−1
e−x/n

両辺の対数と考えて, 以下の計算により示される.

ln Γ(1− x) = γx+

∞∑
n=1

(
−x
n
− ln

(
1− x

n

))
= γx+

∞∑
n=1

∑
1<k

xk

knk

= γx+
∑
1<k

xk

k

∞∑
n=1

1

nk

= γx+
∑
1<k

xk

k
ζ(k).

Example 5.9. Abelの連続性定理より, x→ −1とすると, 左辺は 0になり, 以下の等式

を得る. ∑
1<n

(−1)n

n
ζ(n) = γ.
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Theorem 5.10 (相反公式). x ∈ Cに対し,

Γ(x)Γ(1− x) =
π

sinπx

が成り立つ.

Proof. Weierstrassの乗積表示より,

1

Γ(x)Γ(1− x)
= xeγx

∞∏
n=1

(
1 +

x

n

)
e−x/n · e−γx

∞∏
n=1

(
1− x

n

)
ex/n

= x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
=

sinπx

π
.

最後の変形には sinπxの無限乗積展開を用いた.

特に, x = 1
2 として,

Γ

(
1

2

)2

= π

であるが, 定義より, 0 < Γ
(
1
2

)
なので,

Γ

(
1

2

)
=

√
π

を得る.

5.4 ディガンマ関数

さて, Theorem 5.8により, 形式的べき級数としてのガンマ関数の表示

Γ(1− x) = exp

(
γx+

∑
1<n

ζ(n)

n
xn

)

が得られる. よって, その微分について,

−Γ′(1− x)

Γ(1− x)
= γ +

∑
1<n

ζ(n)xn−1
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が成り立つ. この右辺は ∑
1<n

ζ(n)xn−1 =
∑
1<n

xn−1
∞∑
k=1

1

kn

=
∞∑
k=1

∑
1<n

xn−1

kn

=
∞∑
k=1

x

k(k − x)

=
∞∑
k=1

(
1

k − x
− 1

k

)
であることにより,

Γ′(1− x)

Γ(1− x)
= −γ +

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n− x

)
が得られる. これを以下で関数として定義する.

Definition 5.11. ディガンマ関数 ψ(x)を

ψ(x) := −γ +
∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ x− 1

)
と定義する.

先ほどの式は
−ψ(1− x) = γ +

∑
1<n

ζ(n)xn−1

と表される. このべき級数の収束半径は 1である.

Proposition 5.12. 以下の等式が成り立つ.

ψ(x+ 1) =
1

x
+ ψ(x).

Proof. 以下の計算による.

γ + ψ(x+ 1) =

∞∑
n=1

(
1

n
− 1

n+ x

)

=
∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ x− 1

)
+
∞∑

n=1

(
1

n+ x− 1
− 1

n+ x

)
= γ + ψ(x) +

1

x
.
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Theorem 5.13 (相反公式). |x| < 1に対し, 以下の等式が成り立つ.

ψ(1− x)− ψ(x) = π cotπx.

Proof. 形式的べき級数としての等式,

1

Γ(1− x)Γ(1 + x)
=

sinπx

πx

の微分により,

ψ(1− x)− ψ(1 + x) = π cotπx− 1

x

が得られる. その収束半径は 1なので, |x| < 1において等式が成り立ち,

ψ(x+ 1) =
1

x
+ ψ(x)

を用いて定理を得る.

この公式は, 実際には任意の複素数で成立する.

Theorem 5.14 (三角関数の部分分数展開). 形式的べき級数として, 以下の等式が成り

立つ.

(i)

π cotπx = x

∞∑
n=−∞

1

x2 − n2
.

(ii)

π tanπx = x
∞∑

n=−∞

1(
n+ 1

2

)2 − x2
.

(iii)

π

sinπx
= x

∞∑
n=−∞

(−1)n

x2 − n2
.

(iv)

π

cosπx
= x

∞∑
n=−∞

(−1)n
(
n+ 1

2

)(
n+ 1

2

)2 − x2
.
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Proof. xとして複素数を十分小さくとって示せば十分である. (i)は, 相反公式を用いて,

以下の計算により示される.

π cotπx = ψ(1− x)− ψ(x)

=
∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n− x

)
−
∞∑

n=1

(
1

n
− 1

n+ x− 1

)

=
∞∑

n=1

(
1

n+ x− 1
− 1

n− x

)

=
1

x
+ 2x

∞∑
n=1

1

x2 − n2

= x

∞∑
n=−∞

1

x2 − n2
.

(ii)は (i)を用いて,

π tanπx =

(
x+

1

2

) ∞∑
n=−∞

1

n2 −
(
x+ 1

2

)2
=

1

2

∞∑
n=−∞

(
1

n− 1
2 − x

− 1

n+ 1
2 + x

)

= x

∞∑
n=−∞

1(
n+ 1

2

)2 − x2
.

(iii)は (i),(ii)を用いて,

π

sinπx
=
π

2

(
cot

πx

2
+ tan

πx

2

)
=
x

4

∞∑
n=−∞

(
1(

x
2

)2 − n2
− 1(

x
2

)2 − (n+ 1
2

)2
)

= x
∞∑

n=−∞

(
1

x2 − (2n)2
− 1

x2 − (2n+ 1)
2

)

= x
∞∑

n=−∞

(−1)n

x2 − n2
.

(iv)は (i)から (ii)を示したときと全く同様である.

以下の定理はディガンマ関数の有理数での値の明示公式である.
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Theorem 5.15 (Gaussの定理). 整数 0 < a < bに対し,

ψ
(a
b

)
= −γ − ln 2b− π

2
cot

πa

b
+

b−1∑
k=1

cos
2πak

b
ln sin

πk

b
.

Proof. 以下のように変形する.

ψ
(a
b

)
+ γ =

∞∑
n=0

(
1

n+ 1
− 1

n+ a
b

)

= lim
x→1

∞∑
n=0

(
xb(n+1)

n+ 1
− xbn+a

n+ a
b

)

= lim
x→1

(
− ln(1− xb)− b

∞∑
n=0

xbn+a

bn+ a

)
.

ただし, |x| < 1であるようにして, x→ 1と近づくとする. ここで, Theorem 3.23より,

∞∑
n=0

xbn+a

bn+ a
= −1

b

b−1∑
k=0

e2πiak/b ln(1− xe−2πik)

であるから, これを代入して,

ψ
(a
b

)
+ γ = lim

x→1

(
− ln(1− xb) +

b−1∑
k=0

e2πiak/b ln(1− xe−2πik/b)

)

= − ln b+

b−1∑
k=1

e2πiak/b ln(1− e−2πik/b)

= − ln b+

b−1∑
k=1

e2πiak/b
(
ln sin

πk

b
+ ln 2 + i

(
π

2
− πk

b

))

= − ln 2b− πi

2
+

b−1∑
k=1

e2πiak/b ln sin
πk

b
− πi

b

b−1∑
k=1

ke2πiak/b

が得られる. ここで,

n−1∑
k=1

kxk = xD
1− xn

1− x
= − nxn

1− x
+
x(1− xn)

(1− x)2

より,
b−1∑
k=1

ke2πiak/b = − b

1− e2πia/b
=
be−πia/b

2i sin πa
b
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であるから,

ψ
(a
b

)
+ γ = − ln 2b− πi

2
+

b−1∑
k=1

e2πiak/b ln sin
πk

b
− πe−πia/b

2 sin πa
b

が得られ, この両辺の実部を考えて定理を得る.

6 超幾何級数

6.1 一般二項定理

Theorem 6.1. |x| < 1と a ∈ Cに対し, 以下の等式が成り立つ.

(1− x)−a =
∞∑

n=0

(a)n
n!

xn.

Proof. 形式的べき級数 (1− x)−a := e−a ln(1−x) の微分は,

((1− x)−a)′ = (1− x)−a(−a ln(1− x))′

= a(1− x)−a−1

これを繰り返し用いて,

((1− x)−a)(n) = a(a+ 1) · · · (a+ n− 1)(1− x)−a−n

= (a)n(1− x)−a−n

よって, Theorem 3.9より,

(1− x)−a =

∞∑
n=0

(a)n
n!

xn

a が負整数のときは多項式, そうでないとき, このべき級数の収束半径は, 1 であるから,

|x| < 1において,

(1− x)−a =
∞∑

n=0

(a)n
n!

xn

が成り立つ.

ここで, 超幾何級数を導入する.
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Definition 6.2. a1, . . . , ar, b1, . . . , bs, x ∈ C, |x| ≤ 1に対し,

rFs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

;x

]
=
∞∑

n=0

(a1, . . . , ar)n
(b1, . . . , bs)nn!

xn

と定義する. ここで, (a1, . . . , ar)n := (a1)n · · · (ar)n とする.

これにより, 一般二項定理は,

1F0

[
a
−;x

]
= (1− x)−a

と表すことができ, Vandermondeの恒等式は,

2F1

[
b,−n
c

; 1

]
=

(c− b)n
(c)n

と表すことができる.

Theorem 6.3 (Pfaffの変換公式). |x| < 1,Re(x) < 1
2 のとき,

2F1

[
a, b
c
;x

]
= (1− x)−a2F1

[
a, c− b

c
;

x

x− 1

]
.

Proof. 一般二項定理を用いて,

(1− x)−a2F1

[
a, c− b

c
;

x

x− 1

]
=
∞∑

n=0

(−1)n(a, c− b)n
(c)nn!

xn(1− x)−n−a

=
∞∑

n=0

(−1)n(a, c− b)n
(c)nn!

xn
∞∑
k=0

(a+ n)k
k!

xk

=
∞∑
k=0

∞∑
n=0

(−1)n(a)n+k(c− b)n
(c)nn!k!

xn+k

=
∞∑
r=0

(a)r
r!

xr
r∑

n=0

(−1)n
(
r

n

)
(c− b)n
(c)n

, n+ k → r

=

∞∑
r=0

(a, b)r
(c)rr!

xr.

ただし, 最後の変形は Vandermondeの恒等式による.
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Theorem 6.4. a ∈ Cと |x| ≤ 1に対し,

sin(a arcsinx) = ax2F1

[
1+a
2 , 1−a2

3
2

;x2
]

cos(a arcsinx) = 2F1

[
a
2 ,−

a
2

1
2

;x2
]

が成り立つ.

Proof. 最初の式を示す. 一般二項定理より,

(1− x)−a − (1− x)−a

2
=

∞∑
n=0

(a)2n+1

(2n+ 1)!
x2n+1

= ax2F1

[
1+a
2 , 1 + a

2
3
2

;x2
]
.

ここで, Pfaffの変換公式より,

2F1

[
1+a
2 , 1 + a

2
3
2

;x2
]
= (1− x2)−(1+a)/2

2F1

[
1+a
2 , 1−a2

3
2

;
x2

x2 − 1

]
であるから

sinh

(
a

2
ln

(
1 + x

1− x

))
=

(
1−x
1+x

)−a/2
−
(

1+x
1−x

)−a/2
2

=
ax√
1− x2

2F1

[
1+a
2 , 1−a2

3
2

;
x2

x2 − 1

]
が成り立つ. ここで, x→ ix√

1−x2
として, 左辺は

sinh

(
a

2
ln

(√
1− x2 + ix√
1− x2 − ix

))
= sinh

(a
2
ln
(
(
√

1− x2 + ix)2
))

= sinh(ia arcsinx)

= i sin(a arcsinx)

一方, 右辺は

iax2F1

[
1+a
2 , 1−a2

3
2

;x2
]
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となるから, 最初の式が得られた. 2つ目の式を示す.

(1− x)−a + (1− x)−a

2
=

∞∑
n=0

(a)2n
(2n)!

x2n

= 2F1

[
a
2 ,

1+a
2

1
2

;x2
]
.

ここで, Pfaffの変換公式より,

2F1

[
a
2 ,

1+a
2

1
2

;x2
]
= (1− x2)−a/22F1

[
a
2 ,−

a
2

1
2

;
x2

x2 − 1

]
であるから

cosh

(
a

2
ln

(
1 + x

1− x

))
=

(
1−x
1+x

)−a/2
+
(

1+x
1−x

)−a/2
2

= 2F1

[
a
2 ,−

a
2

1
2

;
x2

x2 − 1

]
.

が成り立つ. ここで, x→ ix√
1−x2

として, 左辺は

cosh

(
a

2
ln

(√
1− x2 + ix√
1− x2 − ix

))
= cosh(ia arcsinx)

= cos(a arcsinx).

一方, 右辺は

2F1

[
a
2 ,−

a
2

1
2

;x2
]

となるから定理が示された.

Theorem 6.5. 自然数 r と |x| ≤ 1に対し,

(2 arcsinx)2r−1

(2r − 1)!
=

∑
0≤n1<···<nr

(
2nr

nr

)
22nr

(
n1 +

1
2

)2 · · · (nr−1 + 1
2

)2 (
nr +

1
2

)x2nr+1

(2 arcsinx)2r

(2r)!
=

∑
0<n1<···<nr

22nr

n21 · · ·n2r
(
2nr

nr

)x2nr .
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Proof. 前の定理より,

sin(2a arcsinx) = 2ax2F1

[
1
2 + a, 12 − a

3
2

;x2
]

= 2a
∞∑

n=0

(
1
2 + a, 12 − a

)(
3
2

)
n
n!

x2n+1

= a
∞∑

n=0

(
2n
n

)
22n

(
n+ 1

2

)x2n+1
n−1∏
k=0

(
1− a2(

n+ 1
2

)2
)
.

この左辺の a2r−1 の係数は,

(−1)r−1(2 arcsinx)2r−1

(2r − 1)!

であり, 右辺の a2r−1 の係数は,

n−1∏
k=0

(
1− a2(

n+ 1
2

)2
)

=

∞∑
r=0

(−1)ra2r
∑

0≤n1<···<nr<n

1(
n1 +

1
2

)2 · · · (nr + 1
2

)2
であることにより,

(−1)r−1
∑

0≤n1<···<nr

(
2nr

nr

)
22nr

(
n1 +

1
2

)2 · · · (nr−1 + 1
2

)2 (
nr +

1
2

)x2nr+1

に等しいことが分かる. よって最初の式が得られる. 2つ目の式も同様に,

cos(2a arcsinx) = 2F1

[
a,−a

1
2

;x2
]

=
∞∑

n=0

(a,−a)n(
1
2

)
n
n!
x2n

= 1 + a2
∑
0<n

22n

n2
(
2n
n

)x2n n−1∏
k=1

(
1− a2

k2

)
の a2r の係数を比較すればよい.

上の定理より, 特に

arcsinx =
∞∑

n=0

(
2n
n

)
22n(2n+ 1)

x2n+1

arcsin2 x =
1

2

∞∑
n=1

22n

n2
(
2n
n

)x2n
が得られる.

72



Theorem 6.6 (Eulerの変換公式). |x| < 1に対し,

2F1

[
a, b
c
;x

]
= (1− x)c−a−b2F1

[
c− a, c− b

c
;x

]
.

Proof. Pfaffの変換公式を 2回用いて, −1 < x < 1
2 のとき,

2F1

[
a, b
c
;x

]
= (1− x)−a2F1

[
a, c− b

c
;

x

x− 1

]
= (1− x)−a

(
1− x

x− 1

)b−c

2F1

[
c− a, c− b

c
;x

]
= (1− x)c−a−b2F1

[
c− a, c− b

c
;x

]
.

ここで, 両辺は |x| < 1で収束するから, 一致の定理より, |x| < 1で等式が成立する.

以下の定理は非常に多くの応用があり, 重要である.

Theorem 6.7 (Saalschutzの定理). 以下の等式が成り立つ.

3F2

[
a, b,−n

c, 1− n+ a+ b− c
; 1

]
=

(c− a, c− b)n
(c, c− a− b)n

.

Proof. Eulerの変換公式

2F1

[
c− a, c− b

c
;x

]
= (1− x)a+b−c

2F1

[
a, b
c
;x

]
の両辺の xn の係数を比較すると,

(c− a, c− b)n
(c)nn!

=
n∑

k=0

(a, b)k
(c)kk!

(c− a− b)n−k
(n− k)!

=
(c− a− b)n

n!

n∑
k=0

(a, b,−n)k
(c, 1− n+ a+ b− c)kk!

より定理が得られる.

6.2 Gaussの超幾何定理

次の定理は超幾何級数の特殊値の公式として最も基本的なものである.
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Theorem 6.8 (Gaussの超幾何定理). Re(c−a− b) > 0のとき, 以下の等式が成り立つ.

2F1

[
a, b
c
; 1

]
=

Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)
.

ここでは, [4]で述べられている証明を与える.

Proof. まず, 等式

(c− a)(c− b)2F1

[
a, b
c+ 1

; z

]
= c(c− a− b)2F1

[
a, b
c
; z

]
+ ab(1− z)2F1

[
a+ 1, b+ 1

c+ 1
; z

]
を示す. これは zn の係数を考えると,

c(c− a− b)
(a, b)n
(c)nn!

+ ab
(a+ 1, b+ 1)n
(c+ 1)nn!

− ab
(a+ 1, b+ 1)n−1
(c+ 1)n−1(n− 1)!

=
(a, b)n

(c+ 1)nn!
((c− a− b)(c+ n) + (a+ n)(b+ n)− n(c+ n))

=
(a, b)n

(c+ 1)nn!
(c− a)(c− b)

であることから得られる. この等式において, z → 1とすることで,

2F1

[
a, b
c
; 1

]
=

(c− a)(c− b)

c(c− a− b)
2F1

[
a, b
c+ 1

; 1

]
.

これを n回用いて,

2F1

[
a, b
c
; 1

]
=

(c− a, c− b)n
(c, c− a− b)n

2F1

[
a, b
c+ n

; 1

]
.

ここで, n→ ∞とすることで,

2F1

[
a, b
c
; 1

]
=

Γ(c)Γ(c− a− b)

Γ(c− a)Γ(c− b)

を得る.

Corollary 6.9. 以下の等式が成り立つ.

∞∑
k=0

(−n)2k
22kk!

(
x+ 1

2

)
k

=
2n(x)n
(2x)n

.
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Proof. Gaussの超幾何定理より, 以下の計算により示される.

∞∑
k=0

(−n)2k
22kk!

(
x+ 1

2

)
k

= 2F1

[
−n

2 ,
1−n
2

x+ 1
2

; 1

]

=
Γ
(
x+ 1

2

)
Γ(x+ n)

Γ
(
x+ n

2

)
Γ
(
x+ n

2 + 1
2

)
=

2nΓ(2x)

Γ(2x+ n)
(x)n

=
2n(x)n
(2x)n

.

これは超幾何級数の変換公式を証明する際に用いられることがある.

6.3 二次の変換公式

Pfaffの変換公式は x→ x
x−1 という一次分数変換であるが, 特別な形の超幾何級数には

二次の変換公式が存在する. ここではそれらのいくつかを示すことにする.

Theorem 6.10. 以下の等式が成り立つ.

2F1

[
a, b
2b

; 2x

]
= (1− x)−a2F1

[
a
2 ,

1+a
2

1
2 + b

;
x2

(1− x)2

]
2F1

[
a, b
2b

;x

]
= (1− x)−a2F1

[
a
2 , b−

a
2

1
2 + b

;
x2

4(x− 1)

]
.

Proof. 最初の式は, Corollary 6.9より, 以下の計算により示される.

∞∑
n=0

(a, b)n
(2b)nn!

(2x)n =
∞∑

n=0

(a)n
n!

xn
∞∑
k=0

(−n)2k
22kk!

(
b+ 1

2

)
k

=

∞∑
k=0

1

22kk!
(
b+ 1

2

)
k

∞∑
n=2k

(a)n
(n− 2k)!

xn

=
∞∑
k=0

(a)2k

22kk!
(
b+ 1

2

)
k

x2k
∞∑

n=0

(a+ 2k)n
n

xn

= (1− x)−a
∞∑
k=0

(
a
2 ,

1+a
2

)
k

k!
(
b+ 1

2

)
k

(
x2

(1− x)2

)k

.
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2つ目の式は, 最初の式に Pfaffの変換公式を用いることにより, 得られる.

2F1

[
a, b
2b

;x

]
=
(
1− x

2

)−a
2F1

[
a
2 ,

1+a
2

1
2 + b

;
x2

(2− x)2

]
= (1− x)−a2F1

[
a
2 , b−

a
2

1
2 + b

;
x2

4(x− 1)

]
.

Theorem 6.11. 以下の等式が成り立つ.

3F2

[
a, b, c

1 + a− b, 1 + a− c
;x

]
= (1− x)−a3F2

[
1 + a− b− c, a2 ,

1+a
2

1 + a− b, 1 + a− c
;− 4x

(1− x)2

]
.

Proof. Saalschutzの和公式より,

3F2

[
1 + a− b− c, a+ n,−n
1 + a− b, 1 + a− c

; 1

]
=

(b, c)n
(1 + a− b, 1 + a− c)n

であるから,以下の計算により示される.

3F2

[
a, b, c

1 + a− b, 1 + a− c
;x

]
=
∞∑

n=0

(a)n
n!

xn
n∑

k=0

(1 + a− b− c, a+ n,−n)k
(1 + a− b, 1 + a− c)kk!

=

∞∑
k=0

(−1)k(1 + a− b− c)k
(1 + a− b, 1 + a− c)kk!

∞∑
n=k

(a)n+k

(n− k)!
xn

=
∞∑
k=0

(−1)k(1 + a− b− c)k(a)2k
(1 + a− b, 1 + a− c)kk!

xk
∞∑

n=0

(a+ 2k)n
n!

xn

= (1− x)−a
∞∑
k=0

(
1 + a− b− c, a2 ,

1+a
2

)
k

(1 + a− b, 1 + a− c)kk!

(
− 4x

(1− x)2

)k

.

上の定理において, 特に c = 1+a
2 として, 以下を得る. 2つ目の式は 1つ目の式に Pfaff

の変換公式を適用すればよい.

Corollary 6.12. 以下の等式が成り立つ.

2F1

[
a, b

1 + a− b
;x

]
= (1− x)−a2F1

[
a
2 ,

1+a
2 − b

1 + a− b
;− 4x

(1− x)2

]
= (1 + x)−a2F1

[
a
2 ,

1+a
2

1 + a− b
;

4x

(1 + x)2

]
特に b = 0として, 以下の系を得る.
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Corollary 6.13. 以下の等式が成り立つ.

2F1

[
a, 12 + a
1 + 2a

;x

]
=

(
2

1 +
√
1− x

)2a

2F1

[
a, 12 + a

2a
;x

]
=

1√
1− x

(
2

1 +
√
1− x

)2a−1

.

Corollary 6.14 (Kummerの定理). 以下の等式が成り立つ.

2F1

[
a, b

1 + a− b
;−1

]
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
) .

Proof. Corollary 6.12において, x→ −1として以下の計算により示される.

2F1

[
a, b

1 + a− b
;−1

]
= 2−a2F1

[
a
2 ,

1+a
2 − b

1 + a− b
; 1

]
= 2−a

Γ
(
1
2

)
Γ(1 + a− b)

Γ
(
1 + a

2 − b
)
Γ
(
1+a
2

)
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
) .

7 q 超幾何級数

q 類似とは, q → 1の極限で通常の対象に一致するような拡張である. 以下, |q| < 1と

する.

Definition 7.1. q 数, q 階乗, q 二項係数をそれぞれ以下のように定義する.

[x] :=
1− qx

1− q
, [n]! :=

n∏
k=1

[k],
[n
k

]
:=

[n]!

[k]![n− k]!
.

それぞれ q → 1の極限で通常の対象に一致することが確認できる.

7.1 q ガンマ関数

Definition 7.2. 非負整数 nに対し, q-Pochhammer記号を以下のように定義する.

(a; q)n :=
n−1∏
k=0

(1− aqk), (a; q)−n :=
1∏n

k=1(1− aq−k)
.
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また, n = ∞に対しても

(a; q)∞ :=
∞∏

n=0

(1− aqn)

と定義する.

通常の Pochhammer記号同様, (a1, . . . , ar; q)n := (a1; q)n · · · (ar; q)n とする.

Proposition 7.3. 以下の等式が成り立つ.

(a; q)n = (−a)nq(
n
2)(q1−n/a; q)n

(a; q)−n =
(−q/a)nq(

n
2)

(q/a; q)n
(a; q)n+k = (a; q)n(aq

n; q)k

(a; q)n−k =
(a; q)n

(q1−n/a; q)k
(−q/a)kq(

k
2)−nk

(q−n; q)k =
(q; q)n

(q; q)n−k
(−1)kq(

k
2)−nk.

証明は n, k の正負に応じて場合分けし, 計算するだけなので省略する.

Definition 7.4. q ガンマ関数を以下のように定義する.

Γq(x) :=
(q; q)∞
(qx; q)∞

(1− q)1−x.

これは xが負の整数または 0でない場合に有限値をとる.

Proposition 7.5. 複素数 xに対し,

Γq(x+ 1) = [x]Γq(x)

が成り立つ.

Proof. 以下の計算により示される.

Γq(x+ 1) =
(q; q)∞

(qx+1; q)∞
(1− q)−x

=
1− qx

1− q

(q; q)∞
(qx; q)∞

(1− q)1−x

= [x]Γq(x).
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しかし q ガンマ関数が q → 1の極限で通常のガンマ関数に一致していることはそれほ

ど自明なことではないので, それを次に示す.

Proposition 7.6. 以下の等式が成り立つ.

lim
q→1

Γq(x) = Γ(x).

Proof. 以下の計算により示される.

lim
q→1

Γq(x) = lim
q→1

(q; q)∞
(qx; q)∞

(1− q)1−x

= lim
q→1

1− q

1− qx
(q; q)∞

(q1+x; q)∞
(1− q)−x

=
1

x
lim
q→1

∞∏
n=1

1− qn

1− qn+x

(
1− qn+1

1− qn

)x

.

ここで, 定義域上で,
N∏

n=1

1− qn

1− qn+x

(
1− qn+1

1− qn

)x

はコンパクト一様収束であるから,

1

x
lim
q→1

∞∏
n=1

1− qn

1− qn+x

(
1− qn+1

1− qn

)x

=
1

x
lim

N→∞

N∏
n=1

(
lim
q→1

1− qn

1− qn+x

(
1− qn+1

1− qn

)x)

=
1

x
lim

N→∞

N∏
n=1

n

n+ x

(
n+ 1

n

)x

= lim
N→∞

(N + 1)xN !∏N
n=0(n+ x)

= Γ(x)

が成り立つ.

Theorem 7.7 (q-Gaussの乗法公式). 複素数 xに対し, 以下の等式が成り立つ.

Γq(nx)
n−1∏
k=1

Γqn

(
k

n

)
= [n]nx−1

n−1∏
k=0

Γ

(
x+

k

n

)
.
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Proof. 以下の計算により示される.

Γq(nx)
n−1∏
k=1

Γqn

(
k

n

)
=

(q; q)∞
(qnx; q)∞

(1− q)1−nx
n−1∏
k=1

(qn; qn)∞
(qk; qn)∞

(1− qn)1−k/n

=
(q; q)∞
(qnx; q)∞

(1− q)1−nx
(qn; qn)n∞
(q; q)∞

(1− qn)(n−1)/2

=
(qn; qn)n∞
(qnx; q)∞

(1− q)1−nx(1− qn)(n−1)/2

=

(
1− qn

1− q

)nx−1 n−1∏
k=0

(qn; qn)∞
(qnx+k; qn)∞

(1− qn)1−z−k/n

= [n]nx−1
n−1∏
k=0

Γqn

(
x+

k

n

)
.

Theorem 7.8 (Gaussの乗法公式). 以下の等式が成り立つ.

n−1∏
k=0

Γ

(
x+

k

n

)
= (2π)(n−1)/2n1/2−nxΓ(nx).

Proof. q-Gaussの乗法公式において, q → 1とすると,

Γ(nx)
n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
= nnx−1

n−1∏
k=0

Γ

(
x+

k

n

)
が得られる. よって

n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
=

(2π)(n−1)/2√
n

を示せばよい. 相反公式より,

n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
=

(
n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
Γ

(
n− k

n

))1/2

=

(
n−1∏
k=1

π

sin πk
n

)1/2

.

ここで, sinxの乗法公式

n−1∏
k=0

sin

(
x+

πk

n

)
= 21−n sinnx

80



の両辺を sinxで割ってから, x→ 0とすると,

n−1∏
k=0

sin
πk

n
= 21−nn

だから, (
n−1∏
k=1

π

sin πk
n

)1/2

=
(2π)(n−1)/2√

n

となって定理を得る.

上の定理で特に n = 2の場合,

Γ(x)Γ

(
x+

1

2

)
= 21−2x

√
πΓ(2x)

となる. これを Legendreの倍角公式といい, よく用いられる.

7.2 Heineの変換公式

以下, この節の中心となる q 超幾何級数を導入する.

Definition 7.9 (q 超幾何級数). |z| < 1に対し, q 超幾何級数を

rϕs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; z

]
:=

∞∑
n=0

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs, q; q)n

(
(−1)nq(

n
2)
)1+s−r

zn

と定義する. 左辺に q が現れていないが, 特に明示する必要がある場合は

rϕs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; q; z

]
のように表す.

以下のように極限をとることで, 古典的な超幾何級数に一致する.

lim
q→1

rϕs

[
qa1 , . . . , qar

qb1 , . . . , qbs
; (1− q)1+s−rz

]
= rFs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

; z

]
.

また

lim
a→∞

(a; q)n
an

= (−1)nq(
n
2)
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であることより,

lim
a→∞ r+1ϕs

[
a1, . . . , ar, a
b1, . . . , bs

;
x

a

]
= rϕs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

;x

]
であることが分かる. これは重要である.

定義を終えたところで, 具体的な q 超幾何関数の関係式を示していきたいと思う.

Theorem 7.10 (q 二項定理). 以下の等式が成り立つ.

1ϕ0

[
a
−;x

]
=

(ax; q)∞
(x; q)∞

.

Proof. まず,

1ϕ0

[
a
−;x

]
− 1ϕ0

[
a
−;xq

]
=
∞∑

n=0

(a; q)n
(q; q)n−1

xn

= x
∞∑

n=0

(a; q)n+1

(q; q)n
xn

= x1ϕ0

[
a
−;x

]
− ax1ϕ0

[
a
−;xq

]
.

よって,

1ϕ0

[
a
−;x

]
=

1− ax

1− x
1ϕ0

[
a
−;xq

]
.

これを繰り返し用いて,

1ϕ0

[
a
−;x

]
=

(ax; q)n
(x; q)n

1ϕ0

[
a
−;xqn

]
.

ここで, n→ ∞として定理を得る.

これは一般二項定理

(1− x)−a = 1F0

[
a
−;x

]
の q 類似である.

Heine の変換公式は, 2ϕ1 の q 超幾何級数における中心的な結果であり, 後に見るよう

に様々な応用がある.
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Theorem 7.11 (Heineの変換公式). 以下の等式が成り立つ.

2ϕ1

[
a, b
c
;x

]
=

(b, ax; q)∞
(c, x; q)∞

2ϕ1

[
c/b, x
ax

; b

]
=

(c/b, bx; q)∞
(c, x; q)∞

2ϕ1

[
abx/c, b
bx

;
c

b

]
=

(abx/c; q)∞
(x; q)∞

2ϕ1

[
c/a, c/b

c
;
abx

c

]
.

Proof. 1つ目の式は, q 二項定理より,

(b; q)n
(c; q)n

=
(b; q)∞
(c; q)∞

(cqn; q)∞
(bqn; q)∞

=
(b; q)∞
(c; q)∞

∞∑
k=0

(c/b; q)k
(q; q)k

bkqnk

だから,

2ϕ1

[
a, b
c
;x

]
=
∞∑

n=0

(a; q)n
(q; q)n

xn
(b; q)n
(c; q)n

=
(b; q)∞
(c; q)∞

∞∑
n=0

(a; q)n
(q; q)n

xn
∞∑
k=0

(c/b; q)k
(q; q)k

bkqnk

=
(b; q)∞
(c; q)∞

∞∑
k=0

(c/b; q)k
(q; q)k

bk
∞∑

n=0

(a; q)n
(q; q)n

xnqnk

=
(b, ax; q)∞
(c, x; q)∞

∞∑
k=0

(c/b; q)k
(q; q)k

bk
(x; q)k
(ax; q)k

=
(b, ax; q)∞
(c, x; q)∞

2ϕ1

[
c/b, x
ax

; b

]
.

他の 2つは, 上の式を用いて,

2ϕ1

[
x, c/b
ax

; b

]
=

(c/b, bx; q)∞
(b, ax; q)∞

2ϕ1

[
abx/c, b
bx

;
c

b

]
2ϕ1

[
b, abx/c
bx

;
c

b

]
=

(c, abx/c; q)∞
(c/b, bx; q)∞

2ϕ1

[
c/a, c/b

c
;
abz

c

]
となることから得られる.

最後の式は, Eulerの変換公式

2F1

[
a, b
c
; z

]
= (1− z)c−a−b2F1

[
c− a, c− b

c
; z

]
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の q 類似である. しかし, 一般の Heine の変換公式には古典極限が存在しない. 以下は

Gaussの超幾何定理の q 類似であるが, Heineの変換公式はその一般化になっているので

ある.

Theorem 7.12 (Heineの和公式).
∣∣ c
ab

∣∣ < 1のとき, 以下の等式が成り立つ.

2ϕ1

[
a, b
c
;
c

ab

]
=

(c/a, c/b; q)∞
(c, c/ab; q)∞

.

Proof. Heineの変換公式

2ϕ1

[
a, b
c
;x

]
=

(c/b, bx; q)∞
(c, x; q)∞

2ϕ1

[
abx/c, b
bx

;
c

b

]
において, x = c

ab として,

2ϕ1

[
a, b
c
;
c

ab

]
=

(c/a, c/b; q)∞
(c, c/ab; q)∞

を得る.

特に, a, b→ ∞として, 以下の等式を得る.

Corollary 7.13. 以下の等式が成り立つ.

0ϕ1

[
−
x
;x

]
=

1

(x; q)∞
.

q 超幾何級数,

rϕs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

;x

]
は a1, . . . , ar のどれか 1つが q−n の形のとき, 有限和になる. このとき, 和の順番を逆か

ら考えることで異なる等式が得られることがある, それを以下に示す.

Proposition 7.14. 以下の等式が成り立つ.

r+1ϕs

[
a1, . . . , ar, q

−n

b1, . . . , bs
;x

]
=

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n

(
(−1)nq(

n
2)
)s−r−1(x

q

)n

·
n∑

k=0

(q1−n/b1, . . . , q
1−n/bs, q

−n; q)k
(q1−n/a1, . . . , q1−n/ar, q; q)k

(
b1 · · · bsq1+n

a1 · · · arx

)k

.
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Proof. 以下の計算により示される.

r+1ϕs

[
a1, . . . , ar, q

−n

b1, . . . , bs
;x

]
=

n∑
k=0

(a1, . . . , ar, q
−n; q)n−k

(b1, . . . , bs, q; q)n−k

(
(−1)n−kq(

n−k
2 )
)s−r

xn−k

=
(a1, . . . , ar, q

−n; q)n
(b1, . . . , bs, q; q)n

zn
n∑

k=0

(q1−n/b1, . . . , q
1−n/bs, q

−n; q)k
(q1−n/a1, . . . , q1−n/ar, q; q)k

·
∏r

i=1(−q/ai)kq(
k
2)−nk∏s

i=1(−q/bi)kq(
k
2)−nk

q(1+n)k
(
(−1)n−kq(

n
k)+(

k
2)−nk+k

)s−r
x−k

=
(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n

(
(−1)nq(

n
2)
)s−r−1(x

q

)n

·
n∑

k=0

(q1−n/b1, . . . , q
1−n/bs, q

−n; q)k
(q1−n/a1, . . . , q1−n/ar, q; q)k

(
b1 · · · bsq1+n

a1 · · · arx

)k

.

特に r = sとして, 以下を得る.

Corollary 7.15. 以下の等式が成り立つ.

r+1ϕr

[
a1, . . . , ar, q

−n

b1, . . . , bs
;x

]
=

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n

q−(
n
2)
(
−x
q

)n

r+1ϕr

[
q1−n/b1, . . . , q

1−n/br, q
−n

q1−n/a1, . . . , q
1−n/ar

;
b1 · · · bsq1+n

a1 · · · arx

]
.

これの具体的な応用として以下の定理が得られる.

Theorem 7.16 (q-Vandermondeの恒等式). 以下の等式が成り立つ.

2ϕ1

[
b, q−n

c
;
cqn

b

]
=

(c/b; q)n
(c; q)n

2ϕ1

[
b, q−n

c
; q

]
=

(c/b; q)n
(c; q)n

bn.

Proof. 上の等式は Heineの和公式において, a = q−n とおけば,

2ϕ1

[
b, q−n

c
;
cqn

b

]
=

(cqn, c/b; q)∞
(c, cqn/b; q)∞

=
(c/b; q)n
(c; q)n

.
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となることから示される. 2つ目の式は, Proposition 7.15を用いて,

2ϕ1

[
b, q−n

c
; q

]
= (−1)

n (b; q)n
(c; q)n

q−(
n
2)2ϕ1

[
q1−n/c, q−n

q1−n/b
;
cqn

b

]
.

ここで, 最初の式を用いて,

2ϕ1

[
q1−n/c, q−n

q1−n/b
;
cqn

b

]
=

(c/b; q)n
(bq1−n; q)n

= (−b)nq(
n
2) (c/b; q)n

(b; q)n

であるから, これを代入して定理を得る.

次に, これを用いて次の変換公式を示すことができる.

Theorem 7.17 (Jacksonの変換公式). 以下の等式が成り立つ.

2ϕ1

[
a, b
c
;x

]
=

(ax; q)∞
(x; q)∞

2ϕ2

[
a, c/b
c, ax

; bx

]
.

Proof. q-Vandermondeの恒等式を用いて, 以下の式変形により示される.

2ϕ1

[
a, b
c
;x

]
=

∞∑
n=0

(a; q)n
(q; q)n

xn
n∑

k=0

(c/b, q−n; q)k
(c, q; q)k

bkqnk

=
∞∑
k=0

(c/b; q)k
(c, q; q)k

bk
∑
n=k

(a; q)n(q
−n; q)k

(q; q)n
xnqnk

=

∞∑
k=0

(c/b; q)k
(c, q; q)k

q(
k
2)(−b)k

∞∑
n=k

(a; q)n
(q; q)n−k

xn

=
∞∑
k=0

(a, c/b; q)k
(c, q; q)k

q(
k
2)(−bx)k

∞∑
n=0

(aqk; q)n
(q; q)n

xn

=
∞∑
k=0

(a, c/b; q)k
(c, q; q)k

q(
k
2)(−bx)k (axq

k; q)∞
(x; q)∞

=
(ax; q)∞
(x; q)∞

2ϕ2

[
a, c/b
c, ax

; bx

]
.

これは右辺が 2ϕ2 なので, どの式の q 類似になっているのかがそれほど明らかではない

かもしれない. しかし,
lim
q→1

(x; q)n = (1− x)n
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に注意すれば, これは Pfaffの変換公式

2F1

[
a, b
c
;x

]
= (1− x)−a2F1

[
a, c− b

c
;

x

x− 1

]
の q 類似になっていることが分かる.

古典的な超幾何級数の場合と全く同様の手法で, 以下の定理を示すことができる.

Theorem 7.18 (q-Saalschutzの和公式). 以下の等式が成り立つ.

3ϕ2

[
a, b, q−n

c, abq1−n/c
; q

]
=

(c/a, c/b; q)n
(c, c/ab; q)n

.

Proof. Heineの変換公式より,

2ϕ1

[
c/a, c/b

c
;x

]
=

(cx/ab; q)∞
(x; q)n

2ϕ1

[
a, b
c
;
cx

ab

]
の両辺の係数を比較して,

(c/a, c/b; q)n
(c, q; q)n

=

n∑
k=0

(a, b; q)k
(c, q; q)k

( c
ab

)k (c/ab; q)n−k
(q; q)n−k

=
(c/ab; q)n
(q; q)n

n∑
k=0

(a, b, q−n; q)k
(c, abq1−n/c, q; q)k

qk

より示される.

Theorem 7.19 (Bailey-Daumの和公式). 以下の等式が成り立つ.

2ϕ1

[
a, b
aq/b

;−q
b

]
=

(−q; q)∞(aq, aq2/b2; q2)∞
(aq/b,−q/b; q)∞

.

Proof. Heineの変換公式より,

2ϕ1

[
a, b
aq/b

;−q
b

]
=

(a,−q; q)∞
(aq/b,−q/b; q)∞

2ϕ1

[
q/b,−q/b

−q ; a

]
=

(a,−q; q)∞
(aq/b,−q/b; q)∞

∞∑
n=0

(q/b,−q/b; q)n
(q,−q; q)n

an

=
(a,−q; q)∞

(aq/b,−q/b; q)∞

∞∑
n=0

(q2/b2; q2)n
(q2; q2)n

an.

ここで, q 二項定理により,

∞∑
n=0

(q2/b2; q2)n
(q2; q2)n

an =
(aq2/b2; q2)∞

(a; q2)∞
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であり, 後は

(a; q2)∞ =
(a; q)∞
(aq; q2)∞

を代入して定理を得る.

Bailey-Daumの和公式は Kummerの定理

2F1

[
a, b

1 + a− b
;−1

]
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
)

の q 類似になっている. これはそれほど自明ではないが, 証明は割愛する.

7.3 Watsonの変換公式

以下 [7]で述べられている証明に従って, Watsonの変換公式を証明する. 次の展開公式

が重要である.

Theorem 7.20 (展開公式). 以下の等式が成り立つ.

r+4ϕr+3

[
a, b, c, a1, . . . , ar, q

−n

aq/b, aq/c, b1, . . . , br+1
;x

]
=

n∑
k=0

(aq/bc, a1, . . . , ar, q
−n; q)k(a; q)2k

(aq/b, aq/c, b1, . . . , br+1, q; q)k
q−(

k
2)
(
−bcx
aq

)k

· r+2ϕr+1

[
aq2k, a1q

k, . . . , arq
k, qk−n

b1q
k, . . . , br+1q

k ;
bcx

aq1+k

]
.

Proof. q-Saalschutzの和公式により,

3ϕ2

[
aq/bc, aqn, q−n

aq/b, aq/c
; q

]
=

(c, q1−n/b; q)n
(aq/b, cq−n/a; q)n

=
(b, c; q)n

(aq/b, aq/c; q)n

(aq
bc

)n
だから,

(b, c; q)n
(aq/b, aq/c; q)n

=

(
bc

aq

)n

3ϕ2

[
aq/bc, aqn, q−n

aq/b, aq/c
; q

]
.
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よって, 以下の計算により示される.

r+4ϕr+3

[
a, b, c, a1, . . . , ar, q

−n

aq/b, aq/c, b1, . . . , br+1
;x

]
=

n∑
k=0

(a, a1, . . . , ar, q
−n; q)k

(b1, . . . , br+1, q; q)k

(
bcx

aq

)k k∑
j=0

(aq/bc, aqk, q−k; q)j
(aq/b, aq/c, q; q)j

qj

=
∑

0≤j≤k≤n

(aq/bc; q)j
(aq/b, aq/c, q; q)j

q(
j
2)(−q)j (a1, . . . , ar, q

−n; q)k
(b1, . . . , br+1; q)k

(
bcx

aq

)k
(a; q)k+j

(q; q)k−j
q−kj

=
n∑

j=0

(aq/bc; q)j
(aq/b, aq/c, q; q)j

(−1)jq−(
j
2)

·
n−j∑
k=0

(a1, . . . , ar, q
−n; q)k+j

(b1, . . . , br+1; q)k+j

(
bcx

aq

)k+j
(a; q)k+2j

(q; q)k
q−kj

=
n∑

j=0

(aq/bc, a1, . . . , ar, q
−n; q)j(a; q)2j

(aq/b, aq/c, b1, . . . , br+1, q; q)j
q−(

j
2)
(
−bcx
aq

)j

· r+2ϕr+1

[
aq2j , a1q

j , . . . , arq
j , qj−n

b1q
j , . . . , br+1q

j ;
bcx

aq1+j

]
.

Lemma 7.21. 以下の等式が成り立つ.

4ϕ3

[
a,
√
aq,−

√
aq, q−n√

a,−
√
a, aq1+n ; qn

]
= δn,0.

Proof. n = 0のときは明らか. n > 0としてよい. 展開公式より,

4ϕ3

[
a,
√
aq,−

√
aq, q−n√

a,−
√
a, aq1+n ; qn

]
=

n∑
k=0

(−q−1, q−n; q)k(a; q)2k
(
√
a,−

√
a, aq1+n, q; q)k

q−(
n
k)+(1+n)k

2ϕ1

[
aq2k, qk−n

aq1+n+k ;−q1+n−k
]
.

ここで, Bailey-Daumの和公式より,

2ϕ1

[
aq2k, qk−n

aq1+n+k ;−q1+n−k
]
=

(−q; q)∞(aq1+2k, aq2+2n; q2)∞
(aq1+n+k,−q1+n−k; q)∞

=
(−q; q)n−k(aq1+2k, aq2+2n; q2)∞

(aq1+n+k; q)∞
.
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よって,

4ϕ3

[
a,
√
aq,−

√
aq, q−n√

a,−
√
a, aq1+n ; qn

]
=

n∑
k=0

(−q−1, q−n; q)k(a; q)2k
(
√
a,−

√
a, aq1+n, q; q)k

q−(
n
k)+(1+n)k (−q; q)n−k(aq1+2k, aq2+2n; q2)∞

(aq1+n+k; q)∞

=
(aq2+2n, aq; q2)∞

(aq1+n; q)∞

n∑
k=0

(−q−1, q−n; q)k(−q; q)n−k
(q; q)k

q−(
k
2)+(1+n)k

=
(aq2+2n, aq; q2)∞(−q; q)n

(aq1+n; q)∞

n∑
k=0

(−q−1, q−n; q)k
(−q−n, q; q)k

qk.

ここで, Vandermondeの恒等式より,

n∑
k=0

(−q−1, q−n; q)k
(−q−n, q; q)k

qk =
(q1−n; q)n
(−q−n; q)n

(−q−1)n = 0

であるから, 定理を得る.

上の証明は, 前に示した Bailey-Daumの和公式や, Vandermondeの恒等式などが用い

られているのが興味深い. もう一度展開公式を用いることで, 以下を得る.

Lemma 7.22. 以下の等式が成り立つ.

6ϕ5

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq1+n;

aq1+n

bc

]
=

(aq, aq/bc; q)n
(aq/bc, aq/c; q)n

.

Proof. 展開公式より,

6ϕ5

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq1+n;

aq1+n

bc

]
=

n∑
k=0

(aq/bc,
√
aq,−

√
aq, q−n; q)k(a; q)2k

(aq/b, aq/c,
√
a,−

√
a, aq1+n, q; q)k

q−(
k
2)(−qn)k

· 4ϕ3
[
aq2k,

√
aq1+k,−

√
aq1+k, qk−n√

aqk,−
√
aqk, aq1+n+k ; qn−k

]
.

ここで, Lemma 7.21より,

4ϕ3

[
aq2k,

√
aq1+k,−

√
aq1+k, qk−n√

aqk,−
√
aqk, aq1+n+k ; qn−k

]
= δn−k,0
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であるから

6ϕ5

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq1+n;

aq1+n

bc

]
=

(aq/bc,
√
aq,−

√
aq, q−n; q)n(a; q)2n

(aq/b, aq/c,
√
a,−

√
a, aq1+n, q; q)n

q−(
n
2)(−qn)n

=
(aq/bc; q)n

(aq/b, aq/c; q)n

(1− aq2n)(a; q)2n
(1− a)(aq1+n; q)n

=
(aq, aq/bc; q)n
(aq/b, aq/c; q)n

.

さらに展開公式を用いることで, 十分一般的な定理にたどり着くのである.

Theorem 7.23 (Watsonの変換公式). 以下の等式が成り立つ.

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n;

a2q2+n

bcde

]
=

(aq, aq/de; q)n
(aq/d, aq/e; q)n

4ϕ3

[
aq/bc, d, e, q−n

aq/b, aq/c, deq−n/a
; q

]
.

Proof. 展開公式より,

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n;

a2q2+n

bcde

]
=

n∑
k=0

(aq/bc,
√
aq,−

√
aq, d, e, q−n; q)k(a; q)2k

(
√
a,−

√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n, q; q)k

q−(
k
2)
(
−aq

1+n

de

)k

· 6ϕ5
[
aq2k,

√
aq1+k,−

√
aq1+k, dqk, eqk, qk−n√

aqk,−
√
aqk, aq1+k/d, aq1+k/e, aq1+n+k;

aq1+n−k

de

]
.

ここで, Lemma 7.22より,

6ϕ5

[
aq2k,

√
aq1+k,−

√
aq1+k, dqk, eqk, qk−n√

aqk,−
√
aqk, aq1+k/d, aq1+k/e, aq1+n+k;

aq1+n−k

de

]
=

(aq1+2k, aq/de; q)n−k
(aq1+k/d, aq1+k/e; q)n−k

=
(aq; q)n+k(aq/d, aq/e; q)k(aq/de)n

(aq; q)2k(aq/d, aq/e; q)n(deq−n/a; q)k

(
−de
a

)k

q(
k
2)−nk

=
(aq, aq/de; q)n
(aq/d, aq/e; q)n

(aq/d, aq/e, aq1+n; q)k
(aq; q)2k(deq−n/a; q)k

(
−de
a

)k

q(
k
2)−nk
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であるから, 以下のように定理が示される.

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n;

a2q2+n

bcde

]
=

n∑
k=0

(aq/bc,
√
aq,−

√
aq, d, e, q−n; q)k(a; q)2k

(
√
a,−

√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n, q; q)k

q−(
k
2)
(
−aq

1+n

de

)k

· (aq, aq/de; q)n
(aq/d, aq/e; q)n

(aq/d, aq/e, aq1+n; q)k
(aq; q)2k(deq−n/a; q)k

(
−de
a

)k

q(
k
2)−nk

=
(aq, aq/de; q)n
(aq/d, aq/e; q)n

n∑
k=0

(aq/bc, d, e, q−n; q)k
(aq/b, aq/c, deq−n/a, q; q)k

qk.

右辺の 8ϕ7 のような形の q 超幾何級数を very-well-poisedという. それは一般に以下の

ようなものである.

r+3Wr+2(a; b1, . . . , br;x) := r+3ϕr+2

[
a,
√
aq,−

√
aq, b1, . . . , br√

a,−
√
a, aq/b1, . . . , aq/br

;x

]
Watsonの変換公式の q → 1の極限を考えると以下のようになる.

Corollary 7.24 (Whippleの変換公式). 以下の等式が成り立つ.

7F6

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e,−n
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a+ n

; 1

]
=

(1 + a, 1 + a− d− e)n
(1 + a− d, 1 + a− e)n

4F3

[
1 + a− b− c, d, e,−n

1 + a− b, 1 + a− c, d+ e− n− a
; 1

]
.

次にWatsonの変換公式から得られる和公式を導出する.

Theorem 7.25 (Jacksonの和公式). a2q1+n = bcdeのとき,

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n; q

]
=

(aq, aq/bc, aq/bd, aq/cd; q)n
(aq/b, aq/c, aq/d, aq/bcd; q)n

.

が成り立つ.

Proof. Watsonの変換公式

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n;

a2q2+n

bcde

]
=

(aq, aq/bc; q)n
(aq/b, aq/c; q)n

4ϕ3

[
aq/de, b, c, q−n

aq/d, aq/e, bcq−n/a
; q

]
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において, 条件より a2q2+n/bcde = q, aq/de = bcq−n/aだから,

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n; q

]
=

(aq, aq/bc; q)n
(aq/b, aq/c; q)n

3ϕ2

[
b, c, q−n

aq/d, aq/e
; q

]
.

ここで, q-Saalschutzの和公式より,

3ϕ2

[
b, c, q−n

aq/d, aq/e
; q

]
=

(aq/bd, aq/cd; q)n
(aq/d, aq/bcd; q)n

であるから, 定理を得る.

これの q → 1の極限を考えると以下のようになる.

Corollary 7.26 (Dougallの和公式). 1 + 2a+ n = b+ c+ d+ eのとき,

7F6

[
a, 1 + a

2 , b, c, d, e,−n
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− e, 1 + a+ n

; 1

]
=

(1 + a, 1 + a− b− c, 1 + a− b− d, 1 + a− c− d)n
(1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d, 1 + a− b− c− d)n

が成り立つ.

Corollary 7.27. 以下の等式が成り立つ.

6ϕ5

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d

;
aq

bcd

]
=

(aq, aq/bc, aq/bd, aq/cd; q)∞
(aq/b, aq/c, aq/d, aq/bcd; q)∞

.

Proof. Jacksonの和公式

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, a2q1+n/bcd, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, bcdq−n/a, aq1+n; q

]
=

(aq, aq/bc, aq/bd, aq/cd; q)n
(aq/b, aq/c, aq/d, aq/bcd; q)n

において, n→ ∞とすればよい.

これは |q| < 1であることにより, 古典的な場合と比べて収束性が自明になっている点

で興味深い. q → 1として以下を得る.

Corollary 7.28. 以下の等式が成り立つ.

5F4

[
a, 1 + a

2 , b, c, d
a
2 , 1 + a− b, 1 + a− c, 1 + a− d

; 1

]
=

Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)Γ(1 + a− d)Γ(1 + a− b− c− d)

Γ(1 + a)Γ(1 + a− b− c)Γ(1 + a− b− d)Γ(1 + a− c− d)
.

Corollary 7.27において, d =
√
aとして, 以下を得る.
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Corollary 7.29 (q-Dixonの恒等式). 以下の等式が成り立つ.

4ϕ3

[
a,−

√
aq, b, c

−
√
a, aq/b, aq/c

;

√
aq

bc

]
=

(aq,
√
aq/b,

√
aq/c, aq/bc; q)∞

(
√
aq, aq/b, aq/c,

√
aq/bc; q)∞

.

特に c = −
√
aとすれば Bailey-Daumの和公式を得るので, これは Bailey-Daumの和

公式の拡張になっている.

q → 1として, 以下を得る.

Corollary 7.30 (Dixonの恒等式). 以下の等式が成り立つ.

3F2

[
a, b, c

1 + a− b, 1 + a− c
; 1

]
=

Γ
(
1 + a

2

)
Γ(1 + a− b)Γ(1 + a− c)Γ

(
1 + a

2 − b− c
)

Γ(1 + a)Γ
(
1 + a

2 − b
)
Γ
(
1 + a

2 − c
)
Γ(1 + a− b− c)

.

7.4 Ramanujanの和公式

Definition 7.31. 両側 q 超幾何級数を以下のように定義する.

rψs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

;x

]
=

∞∑
n=−∞

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n

(
(−1)nq(

n
2)
)s−r

xn.

これは,

rψs

[
a1, . . . , ar
b1, . . . , bs

;x

]
=

∞∑
n=0

(a1, . . . , ar; q)n
((b1, . . . , bs; q)n

(
(−1)nq(

n
2)
)s−r

xn

+
∞∑

n=1

(a1, . . . , ar; q)−n
(b1, . . . , bs; q)−n

(
(−1)nq(

−n
2 )
)s−r

xn

=
∞∑

n=0

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , bs; q)n

(
(−1)nq(

n
2)
)s−r

xn

+
∞∑

n=1

(q/b1, . . . , q/bs; q)n
(q/a1, . . . , q/ar; q)n

(
b1 · · · bs
a1 · · · arx

)n

と変形できることから, r > sのときは,∣∣∣∣ b1 · · · bra1 · · · ar

∣∣∣∣ < |x|

ならば収束し, r = sのときは, さらに |x| < 1であれば収束する. また, bi のどれかが q

に等しいときは, 2つ目の和が 0になるので, 通常の q 超幾何級数に一致する. よって両側

q 超幾何級数は, 通常の q 超幾何級数の拡張であると考えることができる.
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Theorem 7.32 (Ramanujanの和公式). 以下の等式が成り立つ.

1ψ1

[
a
b
;x

]
=

(q, b/a, ax, q/ax; q)∞
(b, q/a, x, b/ax; q)∞

.

Proof. Heineの和公式より,

∞∑
k=0

(aq−n, b/ax; q)k
(bq−n, q; q)k

xk =
(b/a, axq−n; q)∞
(bq−n, x; q)∞

.

ここで,

∞∑
k=0

(aq−n, b/ax; q)k
(bq−n, q; q)k

xk =
∞∑

k=−n

(aq−n, b/ax; q)n+k

(bq−n, q; q)n+k
xn+k

=
(aq−n, b/ax; q)n
(bq−n, q; q)n

xn
∞∑

k=−n

(a, bqn/ax; q)k
(b, q1+n; q)k

xk.

よって,

∞∑
k=−n

(a, bqn/ax; q)k
(b, q1+n; q)k

xk =
(b/a, axq−n; q)∞
(bq−n, x; q)∞

(bq−n, q; q)n
(aq−n, b/ax; q)n

x−n

=
(b/a, ax; q)∞
(b, x; q)∞

(axq−n, q; q)n
(aq−n, b/ax; q)n

x−n

=
(b/a, ax; q)∞
(b, x; q)∞

(q/ax, q; q)n
(q/a, b/ax; q)n

.

ここで, n→ ∞として定理が示される.

b = q とすれば, q 二項定理が得られるので, これは q 二項定理の拡張になっている.

Example 7.33. Ramanujanの和公式より, 以下の和が求められる.

∞∑
n=−∞

xn

1− aqn
=

1

1− a
1ψ1

[
a
aq

;x

]
=

1

1− a

(q, q, ax, q/ax; q)∞
(aq, q/a, x, q/x; q)∞

=
(q, q, ax, q/ax; q)∞
(a, q/a, x, q/x; q)∞

.

収束条件は |q| < |x| < 1である. a, xに関して対称になっているのが興味深い.
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Theorem 7.34 (Jacobiの三重積). 以下の等式が成り立つ.

(q, x, q/x; q)∞ =
∞∑

n=−∞
(−1)nq(

n
2)xn.

Proof. Ramanujanの和公式より,

∞∑
n=−∞

(a; q)n

(x
a

)n
= 1ψ1

[
a
0
;
x

a

]
=

(q, x, q/x; q)∞
(q/a, x/a; q)∞

.

ここで, a→ ∞として定理を得る.

Corollary 7.35 (Eulerの五角数定理). 以下の等式が成り立つ.

(q; q)∞ =
∞∑

n=−∞
(−1)nqn(3n−1)/2.

Proof. Jacobiの三重積より, 以下のように示される.

(q; q)∞ = (q, q2, q3; q3)∞ =
∞∑

n=−∞
(−1)nq3(

n
2)+n.

Rogers-Ramanujanの恒等式は最も美しい q の恒等式の 1つである.

Theorem 7.36 (Rogers-Ramanujanの恒等式). 以下の等式が成り立つ.

∞∑
n=0

qn
2

(q; q)n
=

1

(q, q4; q5)∞
∞∑

n=0

qn
2+n

(q; q)n
=

1

(q2, q3; q5)∞
.

Proof. Watsonの変換公式

8ϕ7

[
a,
√
aq,−

√
aq, b, c, d, e, q−n√

a,−
√
a, aq/b, aq/c, aq/d, aq/e, aq1+n;

a2q2+n

bcde

]
=

(aq, aq/de; q)n
(aq/d, aq/e; q)n

4ϕ3

[
aq/bc, d, e, q−n

aq/b, aq/c, deq−n/a
; q

]
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において, b, c, d, e, n→ ∞として,

3ϕ7

[
a,
√
q,−

√
aq√

a,−
√
a, 0, 0, 0, 0, 0

; a2q2
]
= (aq; q)∞0ϕ1

[
−
0
; aq

]
より,

∞∑
n=0

qn
2

(q; q)n
an =

1

(aq; q)∞

∞∑
n=0

(−1)nq5(
n
2)(1− aq2n)(a; q)n

(1− a)(q; q)n
(a2q2)n.

1つ目の式は a→ 1として, Jacobiの三重積より,

∞∑
n=0

qn
2

(q; q)n
=

1

(q; q)∞

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)nq5(
n
2)(1− q2n)

1− qn
q2n

)

=
1

(q; q)∞

(
1 +

∞∑
n=1

(−1)nq5(
n
2)(1 + qn)q2n

)

=
1

(q; q)∞

∞∑
n=−∞

(−1)nq5(
n
2)+2n

=
(q2, q3, q5; q5)∞

(q; q)∞

=
1

(q, q4; q5)∞
.

2つ目の式は a→ q として, Jacobiの三重積より,

∞∑
n=0

qn
2+n

(q; q)n
=

1

(q; q)∞

∞∑
n=0

(−1)nq5(
n
2)(1− q2n+1)q4n

=
1

(q; q)∞

∞∑
n=−∞

(−1)nq5(
n
2)+4n

=
(q, q4, q5; q5)∞

(q; q)∞

=
1

(q, q4; q5)∞
.
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8 多重ゼータ値

8.1 多重ゼータ値

Definition 8.1 (多重ゼータ値). 自然数の組 k = (k1, . . . , kr) に対し, nk =
∏r

i=1 n
ki
i

とする. 多重ゼータ値を

ζ(k) :=
∑

0<n1<···<nr

1

nk

ζ⋆(k) :=
∑

0<n1≤···≤nr

1

nk

と定義する. ⋆がついている方を star, そうでない方を non-starという. このときの kを

インデックスといい, 特に kr > 1となるものを許容インデックスという. 多重調和和を

ζn(k) :=
∑

0<n1<···<nr≤n

1

nk

ζ⋆n(k) :=
∑

0<n1≤···≤nr≤n

1

nk

と定義する. 空インデックス ∅に対しては, ζ(∅) = ζn(∅) = 1と定める. そして, 形式的

なインデックスの線形結合全体に線形に拡張して定義する. wt(k) := k1 + · · · + kr を重

さ, dep(k) := r を深さという.

一般に, starの多重ゼータ値は以下のように, non-starの多重ゼータ値の線形結合で表

される.

ζ⋆(k) =
∑

ζ(k1 ◦ · · · ◦ kr)

ここで, ◦は ,か +のどちらかとする. 例えば r = 3のとき,

ζ⋆(k1, k2, k3) = ζ(k1, k2, k3) + ζ(k1 + k2, k3) + ζ(k1, k2 + k3) + ζ(k1 + k2 + k3)

のようになる.

以下, 複素数の r 個の繰り返しを {x}r と表すことにする.

Proposition 8.2. 許容インデックス kに対し, ζ(k)は収束する.

Proof.

ζ(k) ≤ ζ({1}dep(k)−1, 2)
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であるから, 任意の r > 0に対し,
ζ({1}r, 2)

が収束することを示せば十分である.

ζ({1}r, 2) =
∑

0<n1<···<nr<n

1

n1 · · ·nr−1nrn

≤
∞∑

n=1

1

n2

∑
0<n1,...,nr<n

1

n1 · · ·nr−1nr

=
∞∑

n=1

1

n2
Hr

n−1

ここで, Theorem 5.6より右辺の級数は収束する.

Theorem 8.3. 以下の等式が成り立つ.

ζ({2}r) = π2r

(2r + 1)!
.

Proof. sinxの無限乗積展開

sinπx

πx
=
∞∏

n=1

(
1− x2

n2

)
の x2r の係数を比較して,

π2r

(2r + 1)!
=

∑
0<n1<···<nr

1

n21 · · ·n2r

を得る.

特に, ζ(2) = π2

6 が成り立つ.

8.2 調和関係式

Theorem 8.4 (調和関係式). インデックス k = (k1, . . . , kr)と l = (l1, . . . , ls)の間に

k− =

{
(k1, . . . , kr−1), r > 1

∅, r = 1

として, 再帰的に次のような積 ∗を定義する.
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(i) (k ∗∅) = (∅ ∗ k) = k

(ii) (k ∗ l) = (k− ∗ l, kr) + (k ∗ l−, ls) + (k− ∗ l−, kr + ls)

これを調和積という. 以下の調和関係式が成り立つ.

ζn(k)ζn(l) = ζn(k ∗ l).

Proof. 深さに関する数学的帰納法による. 片方が ∅のとき, 明らか.

ζn(k) =
∑

0<m≤n

ζm−1(k−)

mkr

より, 帰納法の仮定を用いて,

ζn(k)ζn(l) =
∑

0<m≤n

ζm−1(k−)

mkr

∑
0<r≤n

ζr−1(l−)

rls

=
∑

0<m<r≤n

ζm−1(k−)

mkr

ζr−1(l−)

rls
+

∑
0<r<m≤n

ζm−1(k−)

mkr

ζr−1(l−)

rls

+
∑

0<m=r≤n

ζm−1(k−)

mkr

ζr−1(l−)

rls

=
∑

0<r≤n

ζr−1(k)ζr−1(l−)

rls
+

∑
0<m≤n

ζm−1(k−)ζm−1(l)

mkr

+
∑

0<m≤n

ζm−1(k−)ζm−1(l−)

mkr+ls

=
∑

0<r≤n

ζr−1(k ∗ l−)
rls

+
∑

0<m≤n

ζm−1(k− ∗ l)
mkr

+
∑

0<m≤n

ζm−1(k− ∗ l−)
mkr+ls

であることから従う.

8.3 大野関係式

大野関係式は, 多重ゼータ値における重要な公式である双対性と和公式をともに一般化

したものであり, 非常に重要な関係式族である. 以下, [3]における連結和法を用いて証明

を行うので, そのための矢印記法を用意する.
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Definition 8.5. インデックス k = (k1, . . . , kr)に対し, 以下の記法を導入する.

k↑ := (k1, . . . , kr−1, kr + 1), ↑k := (k1 + 1, k2, . . . , kr)

k↓ := (k1, . . . , kr−1, kr − 1), ↓k := (k1 − 1, k2 . . . , kr)

k→ := (k1, . . . , kr, 1), ←k := (1, k1, . . . , kr).

許容インデックス kに対し,

k = ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}ar−1, br + 1)

と自然数 ai, bi が一意に定まる. このとき,

k† = ({1}br−1, ar + 1, . . . , {1}b1−1, a1 + 1)

を双対インデックスという. また, インデックス kに対し,

k = ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}ar−1, br + 1, {1}ar+1−1)

と自然数 ai, bi が一意に定まる. このとき,

k∨ = (a1, {1}b1−1, a2 + 1, . . . , ar + 1, {1}br−1, ar+1)

を Hoffman双対インデックスという.

Definition 8.6 (連結和). インデックス k := (k1, . . . , kr), l := (l1, . . . , ls)に対し,

Z(k; l;x) :=
∑

0<n1<···<nr
0<m1<···<ms

r∏
i=1

1

nki−1
i (ni − x)

·
s∏

i=1

1

mli−1
i (mi − x)

· (1− x)nr (1− x)ms

(1− x)nr+ms

として, Z(k;∅;x) = Z(∅;k;x) = O(k;x)と定める. ここで,

O(k;x) :=
∑

0<n1<···<nr

r∏
i=1

1

nki−1
i (ni − x)

を表す.

定義から明らかに Z(k; l;x) = Z(l;k;x)が成り立つ.

Theorem 8.7 (輸送関係式). インデックス k, lに対し,

Z(k→; l;x) = Z(k; l↑;x)

Z(k↑; l;x) = Z(k; l→;x)

が成り立つ.
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Proof. 対称性より, 上の式を示せば十分である.

Z(k→; l;x)

=
∑

0<n1<···<nr<a
0<m1<···<ms

r∏
i=1

1

nki−1
i (ni − x)

·
s∏

i=1

1

mli−1
i (mi − x)

· 1

a− x

(1− x)a(1− x)ms

(1− x)a+ms

.

ここで, nr を固定したとき,

∑
nr<a

1

a− x

(1− x)a(1− x)ms

(1− x)a+ms

=
1

ms

∑
nr<a

(
(1− x)a−1(1− x)ms

(1− x)a+ms−1
− (1− x)a(1− x)ms

(1− x)a+ms

)
=

1

ms

(1− x)nr (1− x)ms

(1− x)nr+ms

が成り立つことから,
Z(k→; l;x) = Z(k; l↑;x)

を得る.

これを繰り返し用いることにより, Z(k;∅;x)の k側の重さを 1ずつ下げていくことが

でき, 最終的に ∅になる. これによって, 実は Z(∅;k†;x)に移るのであるが, そこから以

下のような多重ゼータ値の間の関係式族を得ることができる.

Theorem 8.8 (大野関係式). 許容インデックス k = (k1, . . . , kr)と非負整数 hに対し,

Oh(k) :=
∑

0≤ei,e1+···+er=h

ζ(k + e).

ここで (k + e) = (k1 + e1, . . . , kr + er)とする. このとき,

Oh(k) = Oh(k
†)

が成り立つ.
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Proof. まず,

O(k;x) =
∑

0<n1<···<nr

r∏
i=1

1

nki−1
i (ni − x)

=
∑
0≤ei

xe1+···+er
∑

0<n1<···<nr

1

nk+e

=
∑
0≤h

Oh(k)x
h

より, O(k;x) = O(k†;x), つまり

Z(k;∅;x) = Z(∅;k†;x)

を示せばよい. 矢印の r 回の繰り返しに対して→r のような記法を用いるとすると,

({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}ar−1, br + 1) = ∅→a1↑b1 ···→ar↑br

が成り立つ. よって, 輸送関係式を wt(k)回用いることによって,

k = ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}ar−1, br + 1)

に対し,

Z(k;∅;x) = Z(∅→a1↑b1 ···→ar↑br ;∅;x)

= Z(∅→a1↑b1 ···→ar↑br−1 ;∅→;x)

· · ·
= Z(∅→a1↑b1 ···→ar ;∅→br ;x)

· · ·
= Z(∅;∅→br↑ar ···→b1↑a1 ;x)

= Z(∅;k†;x)

が成り立つ.

特に大野関係式において, h = 0としたものが以下である. それは多重ゼータ値におい

て最も美しい定理の 1つだと思う.

Theorem 8.9 (双対性). 許容インデックス kに対し, 以下の等式が成り立つ.

ζ(k) = ζ(k†).
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Example 8.10. k = (1, 2)として, Eulerによる等式

ζ(1, 2) = ζ(3)

を得る.

大野関係式において, k = ({1}r−1, 2), h = k − r − 1とすることにより, 以下の公式が

得られる.

Theorem 8.11 (和公式). 0 < r < k に対し,∑
wt(k)=k
dep(k)=r

ζ(k) = ζ(k)

が成り立つ. ただし kは許容インデックスとする.

Example 8.12. 和公式を用いて以下のような値を求めることができる.

ζ⋆({1}r−1, 2) =
r∑

j=1

∑
wt(k)=r+1
dep(k)=j

ζ(k)

=
r∑

j=1

ζ(r + 1)

= rζ(r + 1).

8.4 Hoffmanの恒等式

以下, 連結和の定義とその輸送関係式も全て証明中に書くことにする.

Theorem 8.13 (Hoffmanの恒等式). 任意のインデックス kに対し,

∑
0<n1≤···≤nr≤N

(−1)nr−1

nk

(
N

nr

)
= ζN (k∨)

が成り立つ.

Proof. まず, インデックス k, lに対し, 連結和を以下で定義する.

ZN (k; l) =
∑

0<n1≤···≤nr≤m1≤···≤ms≤N

(−1)nr−1

nk↓ml

(
m1

nr

)
.
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このとき, 輸送関係式

ZN (k→; l) = ZN (k; ↑l)

ZN (k↑; l) = ZN (k;←l)

が成り立つことを示す. 関係している部分を考えると,

1

nr

∑
nr≤a≤m1

(−1)a−1
(
m1

a

)
=

(−1)nr−1

m1

(
m1

nr

)
∑

nr≤a≤m1

1

a

(
a

nr

)
=

1

nr

(
m1

nr

)
の 2つの式を示せばよいことが分かる. 1つ目の式は以下の計算により得られる.

1

nr

∑
nr≤a≤m1

(−1)a−1
(
m1

a

)
=

1

nr

∑
nr≤a≤m1

(
(−1)a−1

(
m1 − 1

a− 1

)
− (−1)a−1

(
m1 − 1

a

))

=
(−1)nr−1

nr

(
m1 − 1

nr − 1

)
=

(−1)nr−1

m1

(
m1

nr

)
.

2つ目の式は以下の計算により得られる.∑
nr≤a≤m1

1

a

(
a

nr

)
=

1

nr

∑
nr≤a≤m1

((
a

nr

)
−
(
a− 1

nr

))

=
1

nr

(
m1

nr

)
.

よって, 輸送関係式が示された.後は

ZN (k↑;∅) =
∑

0<n1≤···≤nr≤N

(−1)nr−1

nk

(
N

nr

)
ZN (1;k) = ζN (k)

より,
ZN (k↑;∅) = ZN (k; 1) = · · · = ZN (1;k∨)

のように Hoffman双対に移ることを

k = ({1}a1−1, b1 + 1, . . . , {1}ar−1, br + 1, {1}ar+1−1)

を代入して確かめればよい.
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Example 8.14. Hoffmanの恒等式において, k = (1)とすると, Eulerによる等式

n∑
k=1

(−1)k−1

k

(
n

k

)
= Hn

を得る.

9 多重ポリログ

9.1 多重ポリログ

Definition 9.1 (多重ポリログ). インデックス k = (k1, . . . , kr) と |x| ≤ 1 の複素数に

対し,

Lik(x) :=
∑

0<n1<···<nr

xnr

nk

Li⋆k(x) :=
∑

0<n1≤···≤nr

xnr

nk

と定める. 多重ゼータ値同様, 空インデックスに対しては 1 と定め, 形式的なインデック

スの線形結合全体に対して線形に拡張して定義する.

特に多重ゼータ値は x = 1での値として表される.

9.2 シャッフル関係式

Theorem 9.2. k, lのどちらか一方は許容インデックス, hをインデックスとして, 記号

x(k; l;h)を

x(k↑; l↑;h) = x(k↑; l; ↑h) +x(k; l↑; ↑h)

x(k→; l; ↑h) = x(k↑; l;←h)

x(k; l→; ↑h) = x(k; l↑;←h)

x(k↑; 1; ↑l) = x(1;k↑; ↑l) = (k,h)

と再帰的に定める. 定義より, これは必ずインデックスの線形結合になる. インデックス

k, lに対し, シャッフル積 xを

k x l := x(k↑; l↑; 1)
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と定義する. また, k x∅ = ∅x k = kと定める. このとき,

Lik(x)Lil(x) = Likxl(x)

が成り立つ.

Proof. k, lのどちらかが空インデックスのときは明らか. 連結和を以下で定義する.

Z(k; l;h;x) :=
∑

0<n1<···<na
0<m1<···<mb

na+mb=r1<···<rc

xrc

nk↓ml↓r↓h

このとき, 輸送関係式

Z(k↑; l↑;h;x) = Z(k↑; l; ↑h;x) + Z(k; l↑; ↑h;x)

Z(k→; l; ↑h;x) = Z(k↑; l;←h;x)

Z(k; l→; ↑h;x) = Z(k; l↑;←h;x)

が成り立つことを示す. 対称性

Z(k; l;h;x) = Z(l;k;h;x)

より, 2つ目の式は 3つ目の式と同値である. 1つ目の式は

1

namb
=

1

nar1
+

1

mbr1

より得られる. 2つ目の式は, 関係する部分だけ考えると,∑
nr<a,a+ms=r1

1 =
∑

nr+ms<r1

1

であることから示される. よって

Lik(x)Lil(x) = Z(k↑; l↑; 1;x)

Z(k↑; 1; ↑h;x) = Z(1;k↑; ↑h;x) = Lik,h(x)

であることと, シャッフル積の定義より, 定理が得られる.

シャッフル積の定義から

x(k↑; l↑;h+ 1,h) = ((k x l)↑h ,h)

が成立することが分かる. これにより, 次の再帰的定義が得られる.
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Definition 9.3. シャッフル積 x を, k x ∅ = ∅ x k として以下のように再帰的に定

める.

k↑ x l↑ = (k x l↑ + k↑ x l)↑

k↑ x l→ = (k x l→)↑ + (k↑ x l)→

k→ x l↑ = (k x l↑)→ + (k→ x l)↑

k→ x l→ = (k x l→ + k→ x l)→.

ただし, 矢印記号もインデックスに対して線形に拡張したものとする. 以下これをシャッ

フル積の定義とする.

多重ポリログのシャッフル関係式において, x→ 1として以下を得る.

Corollary 9.4 (有限複シャッフル関係式). 許容インデックス k, lに対し,

ζ(k)ζ(l) = ζ(k x l)

が成り立つ.

つまり, 多重ゼータ値には調和積とシャッフル積, という 2つの別の積構造があること

が分かる. これを比較して,
ζ(k ∗ l) = ζ(k x l)

として得られる線形関係式を, 有限複シャッフル関係式という.

Example 9.5. 有限複シャッフル関係式で k = l = (2)として,

(2) ∗ (2) = (4) + 2(2, 2), (2)x (2) = 4(1, 3) + 2(2, 2)

であるから, 関係式
ζ(4) = 4ζ(1, 3)

を得る.

k, lのどちらか一方を一般のインデックスに拡張して, 正規化をおこなうことで, 発散項

を打ち消し, より一般的な正規化複シャッフル関係式を得ることができるが, それは割愛

する.

Proposition 9.6. 以下の等式が成り立つ.

Li{1}r (x) =
(− ln(1− x))r

r!
.
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Proof. r = 1のとき,
Li1(x) = − ln(1− x)

となるのでよい. r > 1として, r に関する数学的帰納法により示す. r − 1まで成立する

と仮定する. シャッフル積より,

(− ln(1− x))r

r!
=

1

r
Li1(x)Li{1}r−1(x) =

1

r
Li1x{1}r−1(x).

よって,
(1x {1}r−1) = r({1}r)

を示せばよい. r = 2のときは明らか. r > 3として, r − 1まで成立するとすると,

(1x {1}r−1) = (∅x {1}r−1, 1) + (1x {1}r−2, 1)
= ({1}r) + (r − 1)({1}r)
= r({1}r).

上の式は, 一般二項定理

(1− x)−a =
∞∑

n=0

(a)n
n!

xn

を aのべき級数として係数比較して示すこともできる.

9.3 Landen型接続公式

Theorem 9.7 (Landen型接続公式). |x| < 1, Re(x) < 1
2 のとき,

Li⋆k

(
x

x− 1

)
= −Li⋆k∨(x).

Proof. Hoffmanの恒等式より, 以下の計算により示される.

1

1− x

∑
0<n1≤···≤nr

1

nk

(
x

x− 1

)nr

= −
∑

0<n1≤···≤nr

(−1)nr−1

nk

∞∑
m=0

(
m+ nr
nr

)
xm+nr

= −
∑

0<n1≤···≤nr≤m

(−1)nr−1

nk

(
m

nr

)
xm

= −
∑
0≤m

ζ⋆m(k∨)xm

= − 1

1− x
Li⋆k∨(x).
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Okuda-Ueno[6]により, Landen型接続公式から大野関係式を得ることができることが

示されている.

Example 9.8. k = (2)として,

Li2

(
x

x− 1

)
= −Li⋆1,1(x) = −Li2(x)− Li1,1(x).

つまり,

Li2(x) + Li2

(
x

x− 1

)
= − ln2(1− x)

2

を得る.

10 ゼータ関数

10.1 Riemannゼータ関数

Riemann ゼータ関数は最も興味深い関数の 1 つで, 素数と密接に関わっている. Rie-

mann ゼータ関数における重要な定理として, 以下の関数等式があるが, 級数の観点から

の証明は知られていないと思われるので, ここでは証明しない.

ζ(s) = 2sπs−1 sin
(πs

2

)
Γ(1− s)ζ(1− s)

まず, Re(s) > 1で定義してから, 後に一般の複素数で定義を与えることにする.

Definition 10.1. Re(s) > 1に対し, Riemannゼータ関数を

ζ(s) :=
∞∑

n=1

1

ns

によって定義する.

Riemannゼータ関数の自然数での値, ζ(n), 1 < nを Riemannゼータ値という.

Theorem 10.2. 以下の等式が成り立つ.

ζ(2n) =
(−1)n−1B2n

2(2n)!
(2π)2n.
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Proof. cotxのべき級数展開より,

π cotπx =
∞∑

n=0

(−1)nB2n

(2n)!
(2π)2nx2n−1.

一方, Theorem 5.14より,

π cotπx = x
∞∑

n=−∞

1

x2 − n2

=
1

x
− 2

∞∑
n=1

x

n2 − x2

=
1

x
− 2

∞∑
n=1

∞∑
r=1

x2r−1

n2r

=
1

x
− 2

∞∑
r=1

ζ(2r)x2r−1.

これらを比較して定理を得る.

Definition 10.3. a = (a1, . . . , ar)と r < sに対し, Barnesゼータ関数を以下により定

義する.

ζr(s;x;a) =
∑

0≤n1,...,nr

1

(x+ a · n)s
.

ただし, a · n := a1n1 + · · ·+ arnr とする. また, Hurwitzゼータ関数を

ζ(s;x) := ζ1(s;x; 1)

と定義する.

Theorem 10.4 (Hasseの級数表示). 1 < sに対し, 以下の等式が成り立つ.

ζ(s;x) =
1

s− 1

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k

(k + x)s−1

(
n− 1

k

)
.

Proof. Example 3.31において, tに関する形式的べき級数を f(t) = (x+ t)1−s として,

−(s− 1)

∞∑
n=0

1

(n+ x+ t)s
=

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k−1

(k + x+ t)s−1

(
n− 1

k

)
である. この右辺が収束することを示せば定数項を比較して定理を得る. 任意の実数 sに

対し,
∆nxs = O(xs−n)
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であるから, 右辺の和は収束する.

x = 1として, 以下を得る.

Corollary 10.5. 1 < sに対し, 以下の等式が成り立つ.

ζ(s) =
1

s− 1

∞∑
n=1

1

n

n∑
k=1

(−1)k−1

ks−1

(
n− 1

k − 1

)
.

これらの級数は s ̸= 1 に対して収束するという点で, 最初の定義の拡張になっている.

よって, s ̸= 1に対して, Riemannゼータ関数と Hurwitzゼータ関数をそれぞれ,

ζ(s) :=
1

s− 1

∞∑
n=1

1

n

n∑
k=1

(−1)k−1

ks−1

(
n− 1

k − 1

)

ζ(s;x) :=
1

s− 1

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k

(k + x)s−1

(
n− 1

k

)
と再び定義する. 定義より, ζ(s) = ζ(s; 1)が成り立つ.

Theorem 10.6. 自然数 r に対し,

ζ(1− r;x) = −Br(x)

r
.

Proof. Hasseの級数表示より,

ζ(1− r;x) = −1

r

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
(x+ k)r.

ここで, Theorem 4.17より,

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k−1
(
n− 1

k

)
(x+ k)r = Br(x)

であるから定理を得る.

x = 1として, 以下を得る.

Corollary 10.7. 自然数 r に対し, 以下の等式が成り立つ.

ζ(1− r) = (−1)r−1
Br

r
.
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特に, 自然数 nに対し, r = 2n+ 1として,

ζ(−2n) = 0

が成り立つ.

Example 10.8. r = 2として,

ζ(−1) = − 1

12

を得る. これは

1 + 2 + 3 + · · · = − 1

12

として表されることがある. ただし, 左辺は発散級数なので, 厳密には等号ではないことに

注意する必要がある.

Example 10.9. ζ(0) = − 1
2 を用いて, cotxのべき級数展開を書き直すと,

∞∑
n=0

ζ(2n)x2n = −πx
2

cotπx

が得られる.

cotx という, 指数関数から定義される関数のべき級数展開の係数にリーマンゼータ値

が現れるというのは非常に興味深いことだと思う.

Definition 10.10. Theorem 10.4より,

ζ(1− s;x) =
1

s

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k−1
(
n− 1

k

)
(x+ k)s.

これを sについて Laurant級数展開して,

ζ(1− s;x) = −1

s
+
∞∑

n=0

γn(x)

n!
sn

となるような xの関数

γr(x) :=
1

r + 1

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k−1
(
n− 1

k

)
lnr+1(x+ k)

を定義する. これを一般 Stieltjes定数といい. 特に γr := γr(1)を Stieltjes定数という.
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関数論によれば, ζ(1− s;x) + 1
s は複素平面全域での正則関数を定めるので,

∞∑
n=0

γn(x)

n!
sn

の収束半径は∞になるのであるが, それを直接示すことは容易ではないと思われるので,

ここでは仮定することにする.

Theorem 10.11. 以下の等式が成り立つ.

γr(x) = lim
n→∞

(
n−1∑
k=0

lnr(k + x)

k + x
− lnr+1(n+ x)

r + 1

)
.

Proof. まず, 極限が収束することを示す. Landauの記号は全て n → ∞におけるものと
して,

lnr+1(n+ x)− lnr+1 x

r + 1

=
1

r + 1

n−1∑
k=0

(lnr+1(k + x+ 1)− lnr+1(k + x))

=
1

r + 1

n−1∑
k=0

((
ln(k + x) +

1

k + x
+O

(
1

k2

))r+1

− lnr+1(k + x)

)

=
n−1∑
k=0

(
lnr(k + x)

k + x
+O

(
lnr(k + x)

(k + x)2

))

=
n−1∑
k=0

lnr(k + x)

k + x
+O(1).

よって,
n−1∑
k=0

lnr(k + x)

k + x
− lnr+1(n+ x)

r + 1
= O(1)

であるから, ここで n → ∞ とすればよい. 次に, 与えられた等式を証明する. s < 0 と

する.

∞∑
r=0

(
n−1∑
k=0

lnr(k + x)

k + x
− lnr+1(n+ x)

r + 1

)
sr

r!
=

n−1∑
k=0

(k + x)s−1 − (n+ x)s − 1

s
.

ここで, n→ ∞として, べき級数の一様収束性により,

∞∑
r=0

lim
n→∞

(
n−1∑
k=0

lnr(k + x)

k + x
− lnr+1(n+ x)

r + 1

)
sr

r!
= ζ(1− s;x) +

1

s
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であるから, 両辺の sr の係数を比較して定理を得る.

これにより, γ0 = γ であることが分かるので, 定義式に代入して,

γ =
∞∑

n=1

1

n

n∑
k=1

(−1)k
(
n− 1

k − 1

)
ln k

を得る. これを指数関数に代入して積の形にすると,

eγ =
∞∏

n=1

(
n∏

k=1

k(−1)
k(n−1

k−1)

)1/n

が得られる. 具体的に書き下すと,

eγ =

(
2

1

)1/2(
22

1 · 3

)1/3(
23 · 4
1 · 33

)1/4(
24 · 44

1 · 36 · 5

)1/5

· · ·

のようになる.

Corollary 10.12. 以下の等式が成り立つ.

γr(x) = γr +
∞∑

n=0

(
lnr(n+ x)

n+ x
− lnr(n+ 1)

n+ 1

)
.

特に, γ0(x) = −ψ(x).

Proof. Theorem 10.11を用いて, 以下の計算により得られる.

γr(x)− γr

= lim
N→∞

( ∞∑
n=0

(
lnr(n+ x)

n+ x
− lnr(n+ 1)

n+ 1

)
− lnr+1(n+ x)− lnr+1(n+ 1)

r + 1

)

=
∞∑

n=0

(
lnr(n+ x)

n+ x
− lnr(n+ 1)

n+ 1

)
.

一般 Stieltjes定数の定義に γ0(x) = −ψ(x)を代入して,

ψ(x) =

∞∑
n=1

1

n

n−1∑
k=0

(−1)k
(
n− 1

k

)
ln(x+ k)

を得る.
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10.2 多重対数関数

Definition 10.13. 複素数 s, αと |x| ≤ 1に対し,

Lis(x;α) :=

∞∑
n=0

xn+α

(n+ α)s

と定義し, 多重対数関数を Lis(x) := Lis(x; 1)とする.

定義から, 非負整数 nに対し, Eulerian多項式 An(x)を用いて,

Li−n(x) =
xAn(x)

(1− x)n+1

と表されることが分かる. また, 特別な場合として Hurwitzゼータ関数を含む.

ζ(s;α) = Lis(1;α).

以下の級数表示は Hasseの級数表示に似ているが, 絶対収束性のため, 証明は非常に簡

単になっている点で興味深い.

Theorem 10.14. |x| < 1,Re(x) < 1
2 に対し, 以下の等式が成り立つ.

Lis(x;α) =
xα

1− x

∞∑
n=0

(
x

x− 1

)n n∑
k=0

(−1)k

(k + α)s

(
n

k

)
.

Proof. 以下の計算により示される.

∞∑
n=0

(
x

x− 1

)n n∑
k=0

(−1)k

(k + α)s

(
n

k

)

=
∞∑
k=0

(−1)k

(k + α)s

∞∑
n=k

(
n

k

)(
x

x− 1

)n

=

∞∑
k=0

(−1)k

(k + α)s

(
x

x− 1

)k ∞∑
n=0

(
n+ k

k

)(
x

x− 1

)n

=

∞∑
k=0

(−1)k

(k + α)s

(
x

x− 1

)k
(

1

1− x
x−1

)k

= (1− x)
∞∑
k=0

xk

(k + α)s
.
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特に α = 1として, 以下を得る.

Corollary 10.15. |x| < 1,Re(x) < 1
2 に対し, 以下の等式が成り立つ.

Lis(x) =
∞∑

n=1

(
x

x− 1

)n n∑
k=1

(−1)k

ks

(
n− 1

k − 1

)
.

さらに, x→ −1として, Riemannゼータ関数に関する以下の表示を得る.

Corollary 10.16. Re(s) > 1のとき,

(1− 21−s)ζ(s) =

∞∑
n=1

1

2n

n∑
k=1

(−1)k−1

ks

(
n− 1

k − 1

)
が成り立つ.

Proof.

Lis(−1) =
∞∑

n=1

(−1)n

ns

= −
∞∑

n=1

1

ns
+ 2

∞∑
n=1

1

(2n)s

= −(1− 21−s)ζ(s)

であることから前の系より従う.

この級数表示が Re(s) ≤ 1 に対しても成り立つかどうかは解析接続を考慮しなければ

明らかではない.

10.3 Dirichlet級数

Definition 10.17. 数列 (a1, a2, . . . )に対し,

f(s) :=
∞∑

n=1

an
ns

の形の級数を Dirichlet級数という. sを形式的変数と見なして, 収束性を考慮しないとき,

形式的 Dirichlet級数という.

ζ(s)は最も基本的な Dirichlet級数の例である. 任意の Dirichlet級数に対し, 収束軸 σ

が存在して, Re(s) > σ のときは収束, Re(s) < σ のときは発散することが定義より分か

る. 常に収束するときは σ = −∞, 常に発散するときは σ = ∞とする.
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Proposition 10.18 (Dirichlet積). 2つの形式的 Dirichlet級数

f(s) =
∞∑

n=1

an
ns

g(s) =
∞∑

n=1

bn
ns

に対し,

f(s)g(s) =
∞∑

n=1

∑
d|n adbn/d

ns

が成り立つ. ただし,
∑

d|n は n の正の約数 d 全体を足し合わせるものとする. 複素数 s

に対しても, これらの Dirichlet級数が収束するとき, 等式が成り立つ.

Proof. 以下の計算により示される.

∞∑
n=1

an
ns

∞∑
m=0

bm
ms

=

∞∑
r=1

1

rs

∑
0<n,m,nm=r

anbm

=

∞∑
r=1

∑
d|r adbr/d

rs
.

Proposition 10.19 (一意性). 2つの Dirichlet級数 f(s), g(s)は実部が∞に発散する
列 sn に対し,

f(sn) = g(sn)

が成り立つならば, f(s) = g(s)である.

Proof. 差を考えて, f(sn) = 0ならば, f(s) = 0であることを示せばよい. 背理法により

示す. f(s) ̸= 0とし, Dirichlet級数の最初の 0でない項を arr
−s を移項すると,

an
ns

= O((n+ 1)−s), (s→ ∞)

となるが, これは矛盾である.

Definition 10.20. 定義域が正整数の複素数値関数を数論的関数という. 数論的関数 a

が乗法的関数であるとは, 互いに素な n,mに対し,

a(nm) = a(n)a(m)
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が成り立つことをいい, 完全乗法的関数とは, 任意の自然数 n,mに対し上の等式が成り立

つことをいう. 同様に, 加法的関数であるとは, 互いに素な n,mに対し,

a(nm) = a(n) + a(m)

が成り立つことをいい, 完全加法的関数とは, 任意の自然数 n,mに対し上の等式が成り立

つことをいう.数論的関数の間に

(a ∗ b)(n) =
∑
d|n

a(d)b
(n
d

)
により, Dirichlet積を考える.

任意の自然数は素因数分解の一意性より, n =
∏

p p
vp(n) と素因数分解される. ただし,∏

p は素数 p全体の積を表し, vp(n)は nが pr で割り切れるような r の最大値である. こ

のとき, 相異なる素因数の個数を ω(n), 重複を含めた素因数の個数を Ω(n)とする. 定義

より, vp(n)は完全加法的である. 以降, 常に pは素数を表すとする. これにより, 乗法的

関数 aと任意の自然数に対し,

a(n) =
∏
p

a(pvp(n))

が成り立ち, 特に aが完全乗法的であるとき,

a(n) =
∏
p

a(p)vp(n)

が成り立つ.

Theorem 10.21 (Euler積). 乗法的関数 aに対し, Dirichlet級数が絶対収束するとき,

∞∑
n=1

a(n)

ns
=
∏
p

∞∑
n=0

a(pn)

pns

が成り立つ. 特に aが完全乗法的なとき,

∞∑
n=1

a(n)

ns
=
∏
p

1

1− a(p)p−s

が成り立つ.
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Proof. a が乗法的関数であるとき, 素数全体を添字付けして, i の素数を pi とすると, 素

因数分解の一意性より,

∞∑
n=1

a(n)

ns
=

∑
0≤e1,e2,...

a(pe11 p
e2 · · · )

pe1s1 pe2s2 · · ·

=
∞∏
i=1

∑
0≤ei

a(peii )

peisi

=
∏
p

∞∑
n=0

a(pn)

pns

が得られる. 特に aが完全乗法的であるとき,

∞∑
n=0

a(pn)

pns
=
∞∑

n=0

a(p)n

pns

=
1

1− a(p)p−s

であるから定理を得る.

上の証明では, 無限個の項の和が 0であると扱っているところで少し厳密性に欠けるか

もしれない. 厳密な証明は N 以下の素数全体の積を考えてから N → ∞とすることによ
り得られる.

a(n) = 1は明らかに完全乗法的関数であるから, 以下が得られる.

Corollary 10.22 (Riemannゼータ関数の Euler積表示). Re(s) > 1のとき, 以下の等

式が成り立つ.

ζ(s) =
∏
p

1

1− p−s
.

以下, いくつかの数論的関数を定義し, その Dirichlet級数を求める.

Definition 10.23 (Mobius 関数). Mobius 関数 µ(n) を n が平方因子を持つときは

µ(n) := 0, そうでないとき, 素因数の個数を r として µ(n) := (−1)r と定める.

Proposition 10.24. Re(s) > 1のとき, 以下の等式が成り立つ.

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

1

ζ(s)

∞∑
n=1

|µ(n)|
ns

=
ζ(s)

ζ(2s)
.
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Proof. 1 つ目の等式は, 素数全体を添字付けして, i の素数を pi とすると, ζ(s) の Euler

積表示を用いて, 以下の計算により得られる.

∞∑
n=1

µ(n)

ns
=

∑
0≤r,0<i1<···<ir

(−1)r

(pi1 · · · pir )s

=
∏
p

(1− p−s)

=
1

ζ(s)
.

2つ目の等式も上と同様に, 以下の計算により示される.

∞∑
n=1

|µ(n)|
ns

=
∏
p

(1 + p−s)

=
∏
p

1− p−2s

1− p−s

=
ζ(s)

ζ(2s)
.

これらの 2つの式を足し合わせて, 2で割ることにより, 相異なる素因数の積で, 素因数

の個数の個数が奇数個であるものの和を Riemannゼータ関数で表すことができる.

以下は基本的な公式である.

Theorem 10.25 (Mobiusの反転公式). 自然数 nに対し,

b(n) =
∑
d|n

a(d)

であるとき,

a(n) =
∑
d|n

b(d)µ
(n
d

)
.

Proof. Dirichlet積より, 形式的 Dirichlet級数の間の等式

∞∑
n=1

b(n)

ns
= ζ(s)

∞∑
n=1

a(n)

ns
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が成り立つ. よって, 1つ前の定理より,

∞∑
n=1

a(n)

ns
=

1

ζ(s)

∞∑
n=1

b(n)

ns

=
∞∑

n=1

∑
d|n b(d)µ

(
n
d

)
ns

より, 定理が得られる.

特に a(n) = δn,1 とすると, ∑
d|n

µ(d) = δn,1

が得られる.

Definition 10.26 (約数関数). 複素数 r に対し, 約数関数 σr(n)を,

σr(n) :=
∑
d|n

dr

と定める. また, d(n) := σ0(n), σ(n) := σ1(n)とする.

Proposition 10.27. 以下の等式が成り立つ.

∞∑
n=1

σr(n)

ns
= ζ(s)ζ(s− r).

Proof. Dirichlet積から, 以下の計算により示される.

ζ(s)ζ(s− r) =
∞∑

n=1

1

ns

∞∑
n=1

nr

ns

=
∞∑

n=1

∑
d|n d

r

ns
.

r = 0, 1として, 特に

∞∑
n=1

d(n)

ns
= ζ(s)2

∞∑
n=1

σ(n)

ns
= ζ(s)ζ(s− 1)

が得られる.
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Definition 10.28 (Eulerの φ関数). Eulerの φ関数 φ(n)を n以下で, nと互いに素

である自然数の個数と定義する.

Proposition 10.29. Re(s) > 2に対し, 以下の等式が成り立つ.

∞∑
n=1

φ(n)

ns
=
ζ(s− 1)

ζ(s)
.

Proof. 両辺に ζ(s)を掛けてから, Dirichlet積を用いたもの∑
d|n

φ(d) = n

を示せばよい. n以下の自然数 r で, r と nの最小公倍数が n
d であるものの個数は, d以

下で dと互いに素なものの個数 φ(d)と等しい. それらを nの約数であるような dについ

て全て足し合わせて, ∑
d|n

φ(d) = n

が得られる.

Theorem 10.30. 以下の等式が成り立つ.

φ(n) = n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

Proof. ∑
d|n

φ(d) = n

にMobiusの反転公式を用いて, 以下の計算により示される.

φ(n) = n
∑
d|n

µ(d)

d

= n
∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

Definition 10.31 (von Mangoldt関数). von Mangoldt関数 Λ(n)を, nが pべきであ

るとき, Λ(n) = ln p, そうでないとき, Λ(n) = 0と定義する.
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定義より, ∑
d|n

Λ(d) = lnn

が成り立つことが分かる.

形式的 Dirichlet級数 f(s) :=
∑

0<n a(n)n
−s の微分を,

f ′(s) := −
∞∑

n=1

a(n) lnn

ns

により定める.

Theorem 10.32. 完全乗法的関数 a(n)に対し, f(s) :=
∑

0<n a(n)n
−s とする. このと

き, 形式的 Dirichlet級数の間の等式,

f ′(s) = −f(s)
∞∑

n=1

a(n)Λ(n)

ns

が成り立つ.

Proof. Dirichlet積より, ∑
d|n

a(d)a
(n
d

)
Λ(d) = a(n) lnn

を示せばよい. von Mangoldt関数の定義より,

∑
d|n

a(d)a
(n
d

)
Λ(d) =

∑
p

vp(n)∑
i=1

a(pi)a

(
n

pi

)
ln p

=
∑
p

vp(n)∑
i=1

a(n) ln p

= a(n) ln
∏
p

pvp(n)

= a(n) lnn

であるから, 定理が得られる.

特に, a(n) = 1として, Dirichlet級数の収束範囲を考えることにより, 以下を得る.

Corollary 10.33. Re(s) > 1に対し, 以下の等式が成り立つ.

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
= −ζ

′(s)

ζ(s)
.
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10.4 素数ゼータ関数

最後に素数の逆数和が発散することを示そうと思う.

Definition 10.34. Re(s) > 1に対し, 素数ゼータ関数を以下のように定義する.

P (s) :=
∑
p

1

ps
.

Theorem 10.35. 以下の等式が成り立つ.

ln ζ(s) =
∞∑

n=1

P (ns)

n

P (s) =
∞∑

n=1

µ(n)

n
ln ζ(ns).

Proof. 最初の式は, Euler積より,

ln ζ(s) = −
∑
p

ln(1− p−s)

=
∑
p

∞∑
n=1

1

npns

=
∞∑

n=1

P (ns)

n
.

2つ目の式は, 最初の式を用いて以下のように示される.

∞∑
n=1

µ(n)

n
P (ns) =

∞∑
n=1

µ(n)

n

∞∑
m=1

P (nms)

m

=
∞∑

n=1

P (ns)

n

∑
d|n

µ(n)

= P (s).

P (s) =
∞∑

n=1

µ(n)

n
ln ζ(ns)

において, s→ 1とすると以下が得られる.
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Corollary 10.36. 素数の逆数和は発散する. つまり,∑
p

1

p
= ∞

が成り立つ.
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